f 


dr 


K. Technischen Aoelisehtle & zu München Be > 


er me 


N genehmigte 7 Dissertation 

x En, RE | vorgelegt ı von 
| Friedrich Pfeiffer | “ | 
“ N k Se La x ‚aus "Augsburg. ERS NIE, EN 


| Rorefkrandi un N a 
RR Prot. Dr. W. v. Dyck, i 


IRRE In: rg: } E # 


r 


_ Tag der mündlichen Prüfung; 13. Juli 1907, 


Über die W-Flächen mit der Relation 
2 (R,—R,) = sin 2 (R,+R,) zwischen 
den Hauptkrümmungsradien R, und R,, 


Von der 
K. Technischen Hochschule zu München 


zur 
Erlangung der Würde eines 
Doktors der technischen Wissenschaften 
genehmigte Dissertation 


vorgelegt von 


Friedrich Pfeiffer 


aus Augsburg. 


Referent: Korreferent: 
Prof. Dr. A. v. Braunmühl. Prof. Dr. W. v. Dyck. 


Tag der mündlichen Prüfung: 13. Juli 1907. 


München 1907 
Akademische Buchdruckerei von F. Straub. 


Inch’alt, 


Seite 
Einleitung \ : ? ; r - ; : ; i 1 
I. Abschnitt. 
Gleichungen und Eigenschaften dieser speziellen Gattung 
von W-Flächen und ihrer Zentraflächen. 
$1. Aufstellung der Gleichung der W-Fläche nach der Methode 
von Weingarten . : 3 
$ 2. Geometrische Erzeugung der Zentrafäiche han der Methode 
von Darboux ; 2 5° 
$3. Zusammenhang der Zentrafläche ni den nanteller Ditfe. 
rentialgleichung a N — 1) h N ; N 2 9 
$4. Aufstellung der Gleichung der Originalfläche \ } 12 
$5. Zusammenhang zwischen den verschiedenen Methoden i 16 
$6. Über einige Zusammenhänge dieser Flächen mit den Trans- 
lationsflächen 2 } ; 3 . A } 17 
2. Abschnitt. 
Aufsuchung einer speziellen W-Fläche dieser Klasse, 
$7. Aufstellung der Gleichungen der Original- und Zentrafläche 19 
$8. Diskussion der Fläche . : 24 
3. Abschnitt. 
Die Rotationsflächen mit der Relation 2 (R,— AR.) = 
sin 2 (R,+ KR,) zwischen den Hauptkrümmungsradien. 
$ 9. Integration der Differentialgleichung dieser Flächen . : 44 
$ 10. Diskussion des Meridians der Original- und Zentrafläche . 5l 
$1l. Anwendung der in den $$ 1 und 2 angeführten Methoden 


auf die Rotationsflächen unserer Flächenklasse . f Ä 55 


Einleitung, 


J. Weingarten hat in einer Abhandlung: „Über die 
Oberflächen, für welche einer der beiden Hauptkrümmungs- 
halbmesser eine Funktion des andern ist“!) gezeigt, daß die 
Aufsuchung der Flächen, für welche eine Relation zwischen 
den Hauptkrümmungsradien A, und R, in jedem Punkte besteht, 
hinauskommt auf die Transformation des Linienelementes einer 
Kugel in die Form: 

ds —= VEdwW + Y9(Odw. 

Betrachtet man nämlich die sphärische Abbildung einer 
solchen Fläche, so nimmt das Linienelement der Bildkugel, 
bezogen auf das den Krümmungslinien der Fläche entsprechende 
_ Orthogonalsystem, die obige Form an, und die Kenntnis dieses 
Kurvensystems auf der Kugel reicht dann aus, die endliche 
Gleichung der fraglichen Fläche herzustellen. Weingarten 
hat auf Grund dieses Satzes eine neue Ableitung der bereits 
bekannten Kanal- und Minimalflächen gegeben und hat zu 
diesen beiden Flächengattungen noch eine neue hinzugefügt, 
für die die Relation: 


2(R,— R)=sin2(R, + R,) 


besteht, wenn R, und R, die beiden Hauptkrümmungsradien 
der Fläche sind. 

Die Krümmungsmittelpunktsflächen dieser W-Flächen sind 
auf das imaginäre Rotationsparaboloid abwickelbar; sie wurden 


1) Orelle, Journal f. d. r. u. a. Math., Bd. 62 (1863), p. 160—173. 
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weiter untersucht von Darboux,!) der auch eine neue Erzeu- 
gungsweise derselben gab. 


Spezielle Flächen der oben genannten Gattung von W- 
Flächen sind bisher noch nicht untersucht worden. In der 
folgenden Arbeit werden nun zunächst die verschiedenen Er- 
zeugungsweisen der Flächen einander gegenübergestellt und auf 
ihren Zusammenhang untersucht, sodann wird auf ihre Be- 
ziehungen zu den Translationsflächen hingewiesen. Im zweiten 
Abschnitt wird eine spezielle Fläche dieser Klasse von W- 
Flächen aufgestellt und diskutiert, und im dritten werden die 
Rotationsflächen dieser Klasse aufgesucht. 


Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit erhielt ich von 
Herrn Professor Dr. A. v. Braunmühl, dem ich hiefür, sowie 
für mannigfache wohlwollende Förderung während der Aus- 
führung zu aufrichtigem Danke verpflichtet bin. 


1) Darboux, Lecons sur la Theorie generale des Surfaces, Bd. III 
(künftig zitiert als Lecons III), p. 316—333 und 3857-374; und Darboux, 
Bulletin des Sciences Mathömatiques, Tome XXIX, 1905, 2i&me serie, 
p. 109—119 (künftig zitiert als „Bulletin‘). 


1. Abschnitt. 


Gleichungen und Eigenschaften dieser speziellen Gattung 
von W-Flächen und ihrer Zentraflächen. 


$ 1. Aufstellung der Gleichung der W-Fläche nach der 
Methode von Weingarten. 


Bei der Methode von Weingarten!) handelt es sich 
darum, das Linienelement der Kugel auf die Form zu bringen: 


wobei w eine Funktion von « und v ist. Dies erreicht Wein- 
garten auf folgende Weise: Nimmt man auf der Einheits- 
kugel zwei beliebige Kurven Ü, und O©, an und legt die Lage 
eines Kugelpunktes fest durch die (auf größten Kreisen gemes- 
senen) geodätischen Abstände p und q von diesen Kurven, so 
nimmt das Linienelement der Kugel, bezogen auf die Kurven: 
#74 


— const. undv = rare const. 


0 Zum 
Mean 


die Form an: 


d3? — 


du? dv? 
sin? ia cos? 5 


Dabei ist » der Winkel der Parameterkurven p und q. 
Zu jeder solchen Einteilung der Kugel gehört eine spezielle 
W-Fläche unserer Gattung. Seien die Koordinaten eines 


1) Vel. die Seite 1, Anmerkung 1 zitierte Abhandlung. 
1* 


u 
Punktes der Kurve (,:&,n,& gegeben als Funktionen der 


Bogenlänge s, die von O,:A, u,» als Funktionen der Bogen- 
länge £, so ist: 


2 ENT RENTEN 
teen 


ANHANG 
2 2 arm we, zer _ 1) 
d&E-dn d£ di du d» 
ds ds a ae 
kosinus der Tangenten an ©, bzw. O,. Die Koordinaten X, Y,Z 
eines Punktes der Kugel drücken sich in den Parametern s 
und 2 so aus: 


sind dann die Richtungs- 


dndv didu 


x_4sat dsdt 
sin y 
dcdı ed» 
y_4sdt dsdi 8 
sın y 
dsdu _dnda 
De dsdt ds dt 
sin 


Die Gleichung der W-Fläche in den Parametern s und t 
ist dann die folgende: 


A Arr (6 Gut zu )mas+ (cz N T- —E nat 


1 n du du dn | 
N E Rn KIN ER al 
dee a + mas+ (+22) ee! 


1 de dv & 
a eu Be we 
Tan kamera: 57, )mas+ (ei EU 7,)matl. 
Dabei sind die Abkürzungen eingeführt: 


e=y — sin y cos y; ö=siny — y cos y 
_9aXdE EIN SAE oXar  aYau 9Zdv 
asds 2asds 


asds’  n aldt N at as Ward 


N 


Die Hauptkrümmungsradien der Fläche sind: 


y-+ siny, yw— sin y 

I, 1 a Er 5) 

S 2. Geometrische Erzeugung der Zentrafläche nach der 
Methode von Darboux. 


Wir wollen nun zeigen, wie man von den Flächenglei- 
chungen 2) ausgehend, direkt zu der von Darboux auf anderem 
Wege gefundenen Gleichungsform gelangen kann. Zu dem 
Zwecke suchen wir die Gleichung der Zentrafläche auf. Wir 
bezeichnen die Richtungskosinus: 


dE dn d£ di du dv 


Be ardat’at 
Bar. /..f., bzw. 0, 0,0. Dann ist: 


dd sdndu Nail | | | 
N a A OR BL a RE 4) 


sowie: 


Prhirk=elud !+A+tR=l1. 9) 
Der eine Mantel der Zentrafläche ist allgemein gegeben 
durch die Koordinaten seiner Punkte: 


= 145, 
y=ytKY 
,=:tr 212 


wenn X, Y, Z die Richtungskosinus der Normalen der Fläche 
bedeuten. Führt man für & seinen Wert aus Gleichung 2) ein, 
so kann man AR, X unter das Integral setzen als: 
dE 
zn ds1— cos 08 y 
sin 2siny 


REX+XER (mds aa 


da de 
dt ds 1-+.cosy 


siny 2siny 


1 
(m mäst na? T- er au dyX.i) 


1) Vgl. die Seite 1, Anmerkung 1 zitierte Abhandlung. 


lee Pi Tue 


Da sich aber & ın der Form schreiben läßt: 


de | 
ERLUN y+ siny dt ds1— cosy 
ne S| 4 siny 2siny ir 
ara: 
y—sinpydt ds1-+ .cosy Lg | 
ii 4 sin 2 sin y (u RR 


so sieht man, daß x, die Form annimmt: 


EERERTESV ENG. en } 
—1 2 2 
% ule ) ne (- m mds-ndt) + cosydy X+ Kay. 


Durch partielle Integration des vorletzten Termes erhält man: 
—|Xsiny + fixay EX 


di 1 + cosy 
+4 - ne) sın y (e nds+ nal]. 


Führen wir die obigen Abkürzungen ein, wobei wir noch 
setzen: 


cosy = JH, also iny=YV1- IP; dvyv—= — 


dH 
vı 
so ergibt sich: 

%ı = 1m —Yıf 

ee 9A h)FAaptpdf+fdpıt+ Pdf t f.dp+Pedf.) 
Hier) If(p.dfı — Yıdf:) nr fı (pdf. — pdf) + .(lpıdf— Pafı) 
+ eo (hd, —fıdo)+ Yılfdp —Adp)+ plfı dp — AR) 
+ (9 dfı — pdf +hdap—rdp))). 


Der Ausdruck unter dem Integral läßt sich durch günstige 
Zusammenfassung der Glieder vereinfachen und es wird: 


u = 4 (fı® — of: 
gt lpdpı del) -Indfı rap] —H) 
+41—-Hldaf - ef)} + (dh - pdh+ dm -— hdp)]) 


oder: 
4 P-Mf: -S(p.dpı-P.dp,) +; dfi-fıdf.)), analog 
y=4lhp-pf-So de -pdp)+Sfar-raf)), 6) 


4-4 fon Ph-Sodp-Pap)+shdf-Faf)). 
In ganz ähnlicher Weise berechnen sich die Koordinaten 
eines Punktes des zweiten Mantels zu: 


=} hf -Imdn-Pdp)+Shdh-Fap), 
v=tmf-hr-Sodn-mdp)+star- ran), 7) 
a=4tlßh-fo-ISpdp-pdp)shar-tan)). 
Dies sind die von Darboux!) zuerst gegebenen Formeln. 


Darboux?) zeigt, daß diese Zentraflächen isometrisch sind 
mit dem imaginären Rotationsparaboloid: 


ery— 2iae. 
Für die Koordinaten der Punkte der. Fläche, welche durch 


die Mitten der Verbindungslinien entsprechender Punkte der 
beiden Mäntel gebildet wird, ergeben sich die Gleichungen: 


te (fap— har) — Sp.dpı — 9ıdp,) 


tr (frar ra) Sein — nd) 


ae (Safran) So de — van) 


Die Form dieser Gleichungen zeigt, daß diese Fläche eine 
Translationsfläche ist, die gebildet wird durch die Mitten der 
Verbindungslinien aller Punkte der beiden Kurven: 


X =4 (af - fıdh) X, = — 1 [(p, dp, — 91dp,) 
Y=ı[fah-haf) B=-ıfpdn—mdp) (I) 
Z=ıfhdaf-fal) A=-4ladp — pdp)). 


1) Lecons III, p. 368. 
2) Lecons III, p. 370 und „Bulletin“, p. 116. 


BR 


f; fı, f, sind nach Gleichung 5) Funktionen von s, @, 91, 9: 
Funktionen von £, für welche die Summe der Quadrate = 1 
ist. Sie sind nach Darboux!t) die Richtungskosinus der Binor- 
malen der durch die Gleichungen 9) dargestellten Kurven ent- 
gegengesetzt gleicher konstanter Torsion +2 und —2. 

Die Richtung der Verbindungslinie zweier entsprechender 
Punkte der Zentraflächen 6) und 7) ist gegeben durch die 
Richtungskosinus: 


nr U %g en Yı% ”n 
Vea-2) + Y-Y)+(&-23)° Va) +9) +l&-%)° 
A—# 
Ve, u AN (2, or 2° 
oder: 
csa= N ki 1Ea Pıla. cos f = Palinzh cosYy = Kiss di, 
sin sin y sin % 


Weil f, ff, bzw. @,@,, 9, zu diesen Richtungskosinus in 
der Beziehung stehen: 


feosa+ f,cosß + f,csy=0 
bzw. pcosa+t9,cosß+9,cosy=(0, 


so sind diese Verbindungslinien parallel zu den Schnittlinien 
der Schmiegungsebenen in den Punkten der Kurven 9), die zu 
denselben Werten der Parameter s und Z gehören. Anderer- 
seits sind diese Richtungen auch nach den Gleichungen 1) 
parallel den Radien der Kugel nach den diesen Parameter- 
werten entsprechenden Kugelpunkten. D.h. die Normalen der 
W-Fläche sind parallel den Schnittlinien der Schmiegungsebenen 
der Raumkurven konstanter Torsion in Punkten mit den zuge- 
hörigen Werten der Parameter. | 

Damit haben wir die von Darboux angegebene Erzeu- 
gungsweise'der Zentraflächen unserer W-Flächen auf anderem 
Wege wieder erhalten: ?) 


1) Lecons 11, p. 871—372. 
2) Vgl. Lecons UI, p. 373. 


ar 


„Hat man irgend zwei Raumkurven entgegengesetzt gleicher 
konstanter Torsion +2 und —2, so bilden die Mitten P der 
Verbindungslinien aller Punkte P, und P, der beiden Kurven 
eine Translationsfläche. Zieht man durch alle Punkte P der- 
selben Gerade, die der Schnittlinie der Schmiegungsebenen in 
den zugehörigen Punkten P, und P, parallel sind, so bilden diese 
Geraden das Normalensystem einer W-Fläche mit der Relation 
2(R,— R,)=sin2(R, + %,) zwischen den Hauptkrümmungs- 
radien R, und R,.“ 


$ 3. Zusammenhang der Zentrafläche mit der partiellen 
; 2» 
Differentialgleichung ae ee 0 

Zu einer neuen Methode der Aufstellung der durch die 
Gleichungen 6) und 7) gegebenen Flächen, kommen wir, wenn 
wir beachten, daß die Parameterkurven s, f, auf die die Flächen 
in der obigen Darstellung bezogen sind, ihre Haupttangenten- 
kurven sind, oder mit anderen Worten, daß die von Wein- 
garten eingeführten Parameterkurven s und ? der Kugel den 
Haupttangentenkurven der beiden Mäntel der Zentrafläche der 
zugehörigen W-Fläche entsprechen. Zum Beweise verwenden 
wir den bereits von Darboux!) aufgestellten Satz, daß die 
Normale in einem Punkte der Zentrafläche parallel ist zur 
Winkelhalbierenden der Kurven s= const. und t= const. in 
dem entsprechenden Punkte des sphärischen Bildes der W- 
Fläche. Beschränken wir uns beim Beweise auf den ersten 
Mantel der Zentrafläche, so sind also die Richtungskosinus 
seiner Normalen im Punkte s, tt: 


ers 
V2+2H 
Betrachtet man nun die sphärische Abbildung der Zentra- 


fläche selbst, so sind X, 9), 3 die Koordinaten eines Punktes der 
Bildkugel und die Richtungskosinus der Tangenten an die durch 


3= 


!) Bulletin, p. 110. 


en de 


diesen Punkt der Kugel gehenden Parameterkurven = const. 
bzw. s = const. sind proportional zu %, 9, 3 bzw. &, Jı, Z- 


I 1 
AL N ya) malosdunds. 

N do 1 

TR yv2+ Eh W are Dr Je ni) er 


Die Koordinatenkurven im entsprechenden Punkte der 
Zentrafläche haben ihrerseits Richtungskosinus, die proportional 
sind den Größen Xıs, Yıss Als bzw. Ct, Yıt, Fıt- 


12 — (OB Der a +(@+h) er analog Yyıs und 2ıs 


= Bear — (9, + fh) Er analog Yı: und Zı:. 


Bildet man die Ausdrücke: 


Ei eat und 
KXı: 4 Dyırt Zeit, 


so werden diese =(0. D.h. die Richtung der Kurve s= const. 
bzw. = const. in einem Punkte der Zentrafläche und die 
Richtung ihres sphärischen Bildes im entsprechenden Punkt 
der Einheitskugel stehen aufeinander senkrecht. Daher sind 
die Kurven s= const. und = const.!) die Haupttangenten- 
kurven auf dem ersten Mantel. Dasselbe ließe sich für den 
zweiten Mantel in analoger Weise zeigen. Damit ergibt sich, 
daß sich die Haupttangentenkurven auf den beiden Mänteln 
der Zentrafläche unserer W-Flächen entsprechen. 


Die oben gefundenen Gleichungen für die beiden Mäntel 
der Zentrafläche lassen sich auch so schreiben: 


1) Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie (künftig zitiert 
als „Bianchi‘), p. 121. 


PR 


(Ih + dar day) + Par dr) 

= -1(f + (af - dd —- (+) (df,— de) 

= 4 +9 (hide) h+Y)Af-— dp) 
und: | | . | 10) 

= 4 (IR — 9) (di+ dp) — (h— 9) (dl, Hay) 

= (IR — P)(df+ do) — FH) (dr+dp,)) 

3 = —ı(If — 9) (dh + dp) — (hp) (df+ dp))) 


Daher ist: 
9%, A hl, STaBRN 1 Ber, 108, 
f? fi ot 28 pr m 
gain for 00 et 9%, Pin 2) ko 9 >| 
& fe fi at — 92 —_pı 


‘Analoge Ausdrücke ergeben sich für die Ableitungen von 
y und 2. Die sechs Funktionen: 


=ı(f/+9); 91-39); 9%—=4(h,+9) 12) 


(fo; 9-4 (hi 9) R= 3 9) 13) 


sind partikuläre Integrale der Laplaceschen Differential- 
gleichung: 


a i 


Unsere Gleichungen 11) sind aber?) die Lelieuvreschen 
Formeln, angewandt auf die Funktionen ©, ©,, 9 und ©', 91, & 
von s und Z, und liefern daher durch Quadratur zwei Flächen, 
auf denen die Kurven s und ? die Haupttangentenkurven sind.) 
Das sind die durch die Gleichungen 10) definierten Flächen. 


1) Vgl. Bianchi, p. 323. 
2) Ebenda, p. 132, Gleichung 18). 
3) Ebenda, p. 133. 


ee 


Diese Gleichungen 10) stellen aber die Zentraflächen unserer 
W-Flächen vor, sobald noch die Bedingung erfüllt ist, daß: 


F+h+p=l ud rearta=l. 


Die Lelieuvreschen Formeln, angewandt auf solche 
partikuläre Lösungen ©, ı, 9 und ©‘, ©, © der Differential- 


2 
gleichung ne = (0, liefern also durch eine Quadratur die 


Zentraflächen unserer W-Flächen. Deutet man noch ©, ©, © 
sowohl als ©', ©, © als Koordinaten eines Punktes einer Trans- 
lationsfläche, deren erzeugende Kurven sphärische Kurven sind, 
so kann man das Ergebnis folgendermaßen aussprechen: 


Hat man irgend eine Translationsfläche, deren 
erzeugende Kurven sphärische Kurven ein und der- 
selben Kugel sind, und wendet man auf die Koordi- 
naten dieser Translationsfläche die Lelieuvreschen 
Formeln an, so erhält man eine Fläche, welche auf 
das imaginäre Rotationsparaboloid abwickelbar ist. 
Dabei muß die Translationsfläche auf das konjugierte 
System der erzeugenden sphärischen Kurven bezogen 
sein. 

Erhält man die Translationsfläche ©, ©,, ©, als Ort der 
Sehnenmitten zweier Kurven auf der Einheitskugel, so ist 
die mit Hilfe der Lelieuvreschen Formeln erhaltene Fläche 
der eine Mantel der Zentrafläche einer W-Fläche unserer Klasse. 
Um den zweiten Mantel zu erhalten, ist für die eine sphärische 


Kurve die symmetrische Kurve in Bezug auf den Anfangspunkt 
zu wählen. 


8 4. Aufstellung der Gleichung der Originalfläche. 


Darboux beschränkt sich in den schon öfters genannten 
Abhandlungen auf die Aufstellung der Gleichung und die 
Untersuchung der Zentrafläche. Um die Punktgleichungen der 
W-Fläche selbst zu bestimmen, schlagen wir folgenden Weg 
ein, Das Strahlensystem, das durch die Gleichungen: | 


K+X ,hm= Yf; 


ie: sin y 
-4t Y, he—#f 

er 1% sin y 
ara T9ı NR 

an sin y 


bestimmt ist, ist das ns unserer Fläche. Dabei 
ist A ein willkürlicher Parameter, abhängig von s und i. Wir 
wollen nun A so bestimmen, daß die Punkte x,Yy,2 des Nor- 
malensystems gerade Punkte unserer W-Fläche sind. Dann ist 
A gegeben durch: !) 


1 (fer—ana(K+%) ‚he—af,(H+ N) 


sin y sin y 


eng (= )]+ 0. 


sın y 
Dabei bedeutet C eine willkürliche Konstante; ihre Wahl 
gibt uns alle Parallelflächen zu einer der W-Flächen. Setzen 
wir die Werte der Differentiale aus 9) ein, so folgt: 
1 
Fu (hp-Af)(kdfh-hdfk-Pdpı+9ıdp.) 
+9 - Pf) (fah.- Rdf-Pdp:+Y.dp) 
+(fpı- Pf) (hdf-fafh-pdp+pde)] + 
1 ; 2 2 
re Fere 9-9] -TYPır 1 
[dp(hpP- per -FPitPYıfh) 
+df-Pp+mffs+ffipı- Pr)+dplfp pP - Ph -fPpt+YıPeho) 
+df(-Fotpfhrftfif.P- of)+dps(fı9ı9-Pih-RYp+9:Ppf) 
+d-Rotmhfh+hfp-ef)l + C 


"Ta - 45 [-(dp+pdf+f.dpı+p.dfi+f.dps+Yedf,) 
nendormdattdfrfahrtanl-t q 


- - [= Alosy) ı.0= a Mine 
TREU 4 


Eye Vgl. z.B. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, p. 473, 


a 
Die Gleichung der W-Fläche ist also gegeben durch: 
= 4 |Sraf har) -Ipdm-pdp)y+ ee 


y=4[f(rar- kan- Sp dp-p,dy)- yroyEr- wi 


sın y 


f9ı- of 

et 

4 |Shaf-far)- Sado-wag)-yroy, 1 
Der Beweis dafür, daß für diese Flächen tatsächlich die 

fragliche Relation zwischen AR, und AR, besteht, liefert uns zu- 

gleich eine Determination reed der Konstanten C'. Es ist: 


RB=:@-)=&(inyty+O) 
R=!2@-)=»(-suy+y+0) 
2 (Rı— R,) = sn v; 2(R+R)=y+Ü. 

Unsere Relation ist also nur dann erfüllt, wenn C” eın 
ganzes Vielfaches von 2 ist. D.h.: Nicht jede Parallelfläche 
zu einer W-Fläche unserer Gattung ist wieder eine W-Fläche 
derselben Gattung, sondern nur Parallelflächen im Abstande 
kn 

4 
Die Werte © =2%kn werden aber bereits dadurch berück- 
sichtigt, daß wir den Winkel y alle möglichen Quadranten 
durchlaufen lassen. Dann wird also unsere Fläche definiert 
durch die Gleichungen: 

Pi rar rar) —I@: dp — 91 dp) — y . 3 a 


sin y 


(k eine ganze Zahl) in Richtung der Normalen gemessen. 


v1 [var ran Swan man vr eo 


= + |Sdf - far) — Se: dp t= pay) ya et 


sın y 


Wählt man also irgend zwei Paare von je drei 
Funktionen, für welche die Summe der Quadrate = 1 
ist, so stellen die Gleichungen 14) eine W-Fläche 
unserer Gattung vor. | 


PER 1 ar 


Dabei ist y definiert durch: 
csy=fp+hm+trfP 


und bedeutet den Winkel der Parameterlinien s und Z des 
sphärischen Bildes. 

Die geometrische Erzeugung erkennt man leicht, wenn 
man Gleichung 14) in der Form schreibt: 


= 1, — , 008 a 


y-1—,cosß 15) 


22, — , 0087. 


Also: Man trägt auf den Geraden des Normalensystems 
von der durch 8) definierten Rückungsfläche aus Strecken ab, 
deren Länge = 4 des im Bogenmaß gemessenen Winkels der 
Parameterkurven s und 2 im entsprechenden Punkte der 


Kugel ist. 


Aus dieser Darstellungsweise folgt sofort, daß die W-Flächen 
unserer Gattung alle transzendent sind; denn der Winkel y 
der Parameterkurven der Kugel ist nur bis auf Vielfache von 
2 rt bestimmt. Man erhält also, wenn man von einem Punkte 
der W-Fläche ausgehend auf den Normalen konstante Stücke 
2kn 


I abträgt, neue Punkte dieser Fläche. Andererseits sind nur 


die ım Abstande zen 


rallellächen wieder W-Flächen unserer Klasse; daher begreift 
eine W-Fläche unserer Klasse alle zu ihr parallelen W-Flächen 
derselben Art in sich. Dabei kann es sein, daß die den ver- 
schiedenen Werten von % entsprechenden Flächenstücke stetig 
ineinander übergehen, oder daß einzelne Perioden in sich ge- 
schlossene Flächenstücke sind. Bei der später im zweiten Ab- 
schnitt zu behandelnden Fläche haben wir den ersten, beim 
Beispiel der Rotationsflächen den zweiten Fall. 


zu einer W-Fläche gezeichneten Pa- 


Ba RR 


$5. Zusammenhang zwischen den verschiedenen Methoden. 


Durch Einführung der Funktionen f, fı, f& und 9, 9,, ® 
haben die Formeln für unsere W-Flächen eine große Einfach- 
heit erlangt. Die Aufgabe der Bestimmung spezieller Flächen 
dieser Gattung kommt also darauf hinaus, zwei Paare von je 
drei Funktionen einer Veränderlichen zu wählen, so daß für 
jedes Paar die Summe der Quadrate = 1 ist. In der Ver- 
schiedenheit der geometrischen Deutung der zwei Paare von 
Funktionen liegt die verschiedene Erzeugungsweise unserer 
_ W-Flächen begründet. Bei den von Weingarten gewählten 
sphärischen Kurven C, und C, stellen diese Funktionen die 
Richtungskosinus der Tangenten von C, und (, dar; bei den 
Darboux als Ausgangskurven dienenden Kurven konstanter 
Torsion sind die obigen Funktionen die Richtungskosinus der 
Binormalen; bei unserer dritten Methode endlich sind die Funk- 
tionen f, fi, f, und 9, 91, 9 direkt die Koordinaten der Punkte 
der sphärischen Kurven, deren Sehnenmitten die als Ausgangs- 
fläche verwendete Translationsfläche liefern. Es ergibt sich 
daher folgender Zusammenhang zwischen den Ausgangskurven: 

In entsprechenden Punkten (d.h. für gleiche Werte 
der Parameter s und £) sind die Tangenten der Kurven 
CO, und ©, auf der Kugel parallel den Binormalen der 
Kurven konstanter Torsion. 


Oder mit anderen Worten: 


Die sphärische Indikatrix der Tangenten der 
sphärischen Kurven C, und ©, ist identisch mit der 
sphärischen Indikatrix der Binormalen der Kurven 
konstanter Torsion. Diese gemeinsame sphärische 
Indikatrix wird gebildet durch die bei der dritten 
Erzeugungsweise verwendeten Kurven der Einheits- 
kugel. 

Man kann nach den Gleichungen 9) die Kurven kon- 
stanter Torsion sofort angeben, wenn die Ausgangskurven auf 
der Kugel gegeben sind. Dagegen ist es nicht so einfach, zu 
den ersteren die entsprechenden sphärischen Kurven zu be- 
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stimmen, da hierbei noch die Aufgabe zu lösen ist: diejenigen 
Kurven auf der Kugel zu bestimmen, die eine vorgeschriebene 
sphärische Indikatrix der Tangenten haben. Wir werden bei 
dem Beispiel der Rotationsflächen die Bestimmung der sphäri- 
schen Kurven ausführen. 


86. Über einige Zusammenhänge dieser Flächen mit den 
Translationsflächen. 


In diesem Paragraphen sollen die Beziehungen, welche 
die Original- und Zentraflächen unserer Flächenklasse zu den 
Translationsflächen haben, kurz zusammengefaßt werden. Bei 
der Darbouxschen Konstruktion unserer W- Normalensysteme 
ist die Ausgangsfläche eine Translationsfläche, deren erzeu- 
gende Kurven von konstanter Torsion sind; während bei der. 
dritten Methode der Aufstellung unserer W-Flächen die Leli- 
euvreschen Formeln auf eine Rückungsfläche zweier sphäri- 
schen Kurven angewendet werden. Diese durch die Gleichungen 
12) und 13) dargestellten Rückungsflächen, wir wollen sie kurz 
als die Flächen © und ©‘ bezeichnen, stehen aber, : wie aus 
der Theorie der W-Strahlensysteme!) sich unmittelbar ergibt, 
mit den beiden Zentraflächen 2, und 2, in dem Zusammen- 
hang, daß sich 2, und ©' ebenso wie 2, und © durch Ortho- 
sonalität der Elemente entsprechen. Dies erkennt man übrigens 
direkt daraus, daß jeder der beiden Ausdrücke: 


dz,d9' +dy,d9ı + dz, d© und 
dz,d9 +dy,dO, + dz2,d®, 
gleich Null ist. Die sich hieraus ergebende Folgerung über 


die unendlich kleinen Verbiegungen der Flächen 2, und 2, 
ist bekannt. 

Dagegen möge noch auf einen Zusammenhang zwischen 
unseren W-Flächen selbst und den Translationsflächen hin- 
gewiesen werden. Wir haben für die Koordinaten eines Punktes 


der Bildkugel nach 1) die Werte: 


ı) Vel.z. Bi Bianehi,:p. 811 ff: 


x_hmazgh 


sin y 

sin y 
z_ m eh 

siny 


Betrachtet man nun f, f,, fs als Ableitungen dreier Funk- 
tionen nach s, @, 9,, 9, als diejenigen derselben Funktionen 
nach ? und deutet diese Funktionen: 


e=j(fds+pdi) 

y=j(hds+ p,dt) 17) 

e=|(f,ds + Y,dd) 
als Koordinaten einer Fläche, so sind X, Y, Z gerade die 
Richtungskosinus der Normalen dieser Fläche. Die durch die 
Gleichungen 17) definierte Fläche ist aber eine Translations- 
fläche; die Parameter s und t sind die Bogenlängen der er- 
zeugenden konjugierten Kurven, da +fı +%=1 und 
+91+9=1. Wir haben daher folgenden Satz: 

Jeder W-Fläche unserer Gattung entspricht eine 
Translationsfläche durch Parallelismus der Normalen 
in der Weise, daß die erzeugenden konjugierten 
Kurven der Translationsfläche den Haupttangenten- 
kurven auf den beiden Mänteln der Zentrafläche der 
W-Fläche entsprechen. 

Andererseits kann man jede Translationsfläche auf die 
obige Form 17) bringen, indem man die Bogenlänge der kon- 
jugierten Kurven als Parameter einführt. Die Richtungskosinus 
der Normalen sind dann gegeben durch: 

Zr 19, I vh, 


x_ herz ve Bl, 
sin y 


sinw sin y 


’ 


Für s = const. sind auch f, f,, f, konstant und die Glei- 


chung: | 
[XTHROHBRZ-U 


a 


sagt dann aus, daß die Richtung der Normalen der Rückungs- 
fläche längs s== const. parallel ist zur Ebene des größten 
Kreises s = const. auf der Einheitskugel. Ebenso folgt aus: 


yArpFrmZ—0, 
daß die Normalen längs £== const. parallel zur Ebene des 
größten Kreises 2= const. sind. Daher erhalten wir folgenden 
Satz über Translationsflächen überhaupt: Bei jeder Trans- 


lationsfläche sind die Normalen längs jeder der er- 
zeugenden konjugierten Kurven parallel zu einer 


Ebene. 


9. Abschnitt. 


Aufsuchung einer speziellen W-Fläche dieser Klasse. 


87. Aufstellung der Gleichungen der Original- und Zentrafläche. 


Dieser Abschnitt soll der Aufstellung und Untersuchung 
einer speziellen W-Fläche unserer Gattung gewidmet sein. 

Wählen wir als Kurve CO, den Äquator einer in der ge- 
zeichneten Weise auf ein Koordinatensystem x, y, 2 bezogenen 


AZEV 


By, 


Kugel vom Radius „1“ und als ©, den durch den Schnittpunkt A 
des Äquators mit der &-Achse gehenden Meridian und bezeichnen 
die in Richtung des Pfeiles von A aus gezählte Bogenlänge 
des Äquators mit s, die von demselben Punkte A aus in Rich- 
tung des andern Pfeiles gezählte Bogenlänge des Meridians mit 
t, so sind die Koordinaten &, n, & eines Punktes des Äquators 
bzw. A, u, v» eines Punktes des Meridians gegeben durch: 


E = C08$ Ar 008 
n=sins$ v=0 18) 
Ge) y=sint. 


Die Lage eines Punktes der Kugel wird dann dadurch 
fixiert, daß wir von A aus auf CO, ein Bogenstück s abtragen 
und im Endpunkt desselben einen zu ©, senkrechten größten 
Kreis legen, und ebenso von A aus eine Bogenlänge ? auf (, 
abtragen und durch den Endpunkt einen zu O, senkrechten 
größten Kreis legen. Der Schnittpunkt dieser beiden Kreise 
ist dann der durch s und £ bestimmte Punkt der Kugel, der 
eindeutig bestimmt ist, sobald wir noch beifügen, daß wir von 
den beiden größten Kreisen, die sich im allgemeinen in zwei 
Punkten treffen, nur immer den zwischen F@ bzw. DE sich 
erstreckenden Halbkreis in Betracht ziehen, auf dem der End- 
punkt von s bzw. von £ liegt. Diese eindeutige Zuweisung 
A IT 
2 
des Kreises DF'E@ entsprechen kann. Die Kurven s = const. 
sind nach dem Gesagten die Meridiane durch F und @, wäh- 
rend die Kurven 2= const. die senkrecht C, stehenden größten 
Kreise durch D und E sind. 


Unsere Funktionen f, f,, f/, und 9, 9,, %,, die Richtungs- 
kosinus der Tangenten der Kurven ©, und C,, werden hiefür: 


gilt nur nicht für die Werte s= 5 t denen jeder Punkt 


f = —sins o=—sıint 
fi = c0s$ a) 


= 0 9, = cost, 


SEILER 


ferner ist: cosy= sinssint 


siny= YV1— sin?ssin?t 


y= arcsin VYl — sin? ssin®t. 
Die Koordinaten eines Punktes der Einheitskugel sind: 


6088 c0S t 
sin y 

sın s cost 

— U True 19) 

sin y 

coss sın Z 

er 
sin y 


Die Gleichung der W-Fläche wird dann nach 14): 


, arcsin V1-— sin?ssin?t 
= — 4 —————— (6088 cos t 
Vi1-— sin?ssin?t 


a en V1l-—sin?ssin?t Lee: LE [2 20) 


Vi — sin?ssin*t 4 


arcsin V1 — sin?s sin?? s 
Bm=— ne = CcoOSS sınd — = 


V1-—-sin?ssin?t 4 


Für die beiden Mäntel der Zentrafläche ergeben sich nach 
6) und 7) die Gleichungen: 


% = 4+008$ cost % = — 400885 cost 
Hl, ar ü Her Ss Da BL 
Y, = #8ins cos 7 Ya =: 4 sıns cos 1 21) 
s | ’ 
=, 1 1 32 a 1 Fe. ap 
2, = %coss sınt ri 2, 1 coss sın? T 


Die Fläche der Mittelpunkte zwischen zwei zusammen- 
gehörigen Punkten dieser Zentraflächenmäntel hat die Punkt- 


koordinaten: 


ud, ee 9 


ist also die y2-Ebene. In unserem Falle ist also die Trans- 
lationsfläche 8) die yz-Ebene. Die Raumkurven konstanter 
Torsion sind nach 9) gegeben durch die Gleichungen: 


X —=0 X, = 0 

t 
Y,=0 b a; 
A4=77z A=0, 


d.h. sie sind die 2-Achse und die y-Achse. 


Die konjugierten Kurven s= const. bzw. t = const. sind 
die Geraden parallel zur y-Achse bzw. parallel zur 2- Achse 
in der yz-Ebene. Die yz-Ebene ist also in ein recht- 
winkliges Netz geteilt, dessen Maschen durch die 
Geraden s= const. undt= const. gebildet werden, und 
man hat durch jeden Punkt s,t desselben eine Pa- 
rallele zum Kugelradius nach dem Punkte s, #der Ein- 
heitskugel zu ziehen. Diese Geraden bilden dann das Nor- 
malensystem unserer W-Fläche. Längs jeder Geraden s = const. 
bzw. t== const. sind diese Normalen parallel zur Ebene des 
zugehörigen größten Kreises der Kugel. Die Strecken, die 
man von der %2-Ebene aus auf den Normalen abzutragen 
hat, sind gegeben durch + des im Bogenmaß gemessenen 
Winkels der Parameterlinien s und # im entsprechenden Punkt 
der Kugel. 

Bevor wir an die Diskussion der Fläche selbst gehen, 
wollen wir noch ihre Gleichung, bezogen auf die Krümmungs- 
linien, aufstellen. Aus der Betrachtung der Kurvensysteme 
s,t und », q (vgl. Seite 3) auf der Einheitskugel ergeben sich 
unter Berücksichtigung der allgemeinen Formeln der auf Seite 1, 
Anm. 1 zitierten Abhandlung von Weingarten folgende 
Transformationsformeln: 


N cos s sın t ? cost 
sın? = ERTDELTEN: COSP— — 
P sin sın 
3 sın Ss cost Cos S 
sing = ——— cosg = 


sin y sin y 


N 


j AD; 
EN sing Eigen V cos p — sin?g 
cos p cos p 
ERTBT TERE 
snt= u cos ti. = V/oos a 
cosq cosq 
i . SIIBE LE SELTEN 
0 A sinpsing V cos p— sin q 
cos p cosq cosp cosq 
Durch die Substitution: 
p=u-Htv 
g=u—v 


erhält man auf der Einheitskugel das den Krümmungslinien 
der Fläche entsprechende Orthogonalsystem und hat nun die 
Transformationsformeln: 


sin $ _ sin (u —v) nass Y 05 2u eos 2v 
08 (u +v) NEN EOS (u + v) 
snt= sin (u 40) ee V cos 2u cos2V 
cos (u — v) cos (u — v) 
cos u cos?v nd 
sin y— Veos2ucos2v ee sin (u —v) sin (u-+ v) 


cos (u + v) cos(u — v)’ cos(u— v) cos(u + v) 


Die Gleichung der W-Fläche, bezogen auf ihre Krüm- 
mungslinien, ist also: 


cos2u 
2—= —1YVcos 2u cos2v arcsin we 


cos2u + cos2vV 


y= — 1sın (u — v) arcsın Visa % 
. cos 24 + cos2v 
sin (u + v) 


— 4 arcsin — —— 
c 


os (u — v) 


BR Ri cos 2 u 
z = — 1sin (u + v) arcsin 
E zen cos 24 -- cos2v 


sin (W — dv) 


cos(u + v) 


i 
— 4 arcsın 


u oa 


$ 8. Diskussion der Fläche, 


Die Diskussion der durch die Gleichungen 20) dargestellten 
Fläche in gewöhnlicher Weise durch Schnitte parallel den 
Koordinatenebenen dürfte sich kaum durchführen lassen. Erstens * 
erfordert diese Art der Diskussion außerordentlich viel Rechen- 
arbeit und zweitens dürfte es unseres Erachtens kaum möglich 
sein, auf diese Weise die mannigfaltigen periodischen Wieder- 
holungen zu überblicken. Dagegen bietet die Einführung neuer 
Parameter in die Flächengleichung ein bequemes Mittel zur 
Diskussion. Es lassen sich nämlich die Koordinaten &, %, 2 
eines Flächenpunktes durch diejenigen X, Y, Z des entsprechen- 
den Punktes der Einheitskugel ausdrücken. Wir können die 
Gleichungen 20) in der Form schreiben: 


t=—1Xy 
t 
RE 
2=—-4Zy— T: 
s, 6 und w ergeben sich nach den Gleichungen 19) aus: 


Y Z FR 

Pa 
N 
Er > aEchö nz; UT OLD 


Wir wollen für diese zyklometrischen Funktionen die ab- 
kürzenden Bezeichnungen s, f, y auch weiterhin beibehalten. 
Bezogen auf die Parameter X, Y, Z werden die Koordinaten 
unserer Fläche: 


ö X Z 
y= —4t Yarctg (be) — + arctg (2) 23) 


wobei X? + ?+ 7 =1. 
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Diese Art der Darstellung zeigt uns den Zusammenhang 
zwischen den Koordinaten unserer Flächenpunkte und denen 
der entsprechenden Punkte der Einheitskugel. Man hat nur 
zu untersuchen, in welche Flächenstücke gehen die Oktanten 
der Kugek über, und es ist augenscheinlich, daß diese Art der 
Diskussion, die W-Fläche durch eine Transformation aus der 
Kugel zu erhalten, infolge der geometrischen Vorstellung, die 
man dadurch gewinnt, viel leichter zum Ziele führen wird als 
die zuerst angegebene. Bestimmt man die Flächenstücke, welche 
einzelnen Teilen der Kugel entsprechen, so erkennt man bald, 
daß es für die Symmetrieverhältnisse der Fläche vorteilhaft ist, 
eine Drehung des Koordinatensystems um 45° um die x-Achse 
vorzunehmen. Die Transformationsformeln lauten: 


d 


ee —=Xx c=% 
y=1V2(y+2) y=4V2(y' — 2) 
=4V2@—y) e=4V2(y' +2). 


Führen wir diese Drehung gleich aus, so ist die Gleichung 
unserer Fläche im System x‘, y', 2‘: 


wur) | 
ya er Z) arctg (72) BE (x) DE (x) | 


EEE N; 


oder in den abgekürzten Bezeichnungen: 
"= —4Xy 
y=—4V2(Y+2y+i+9 24) 
= — 41V 2(Z-Ny+s— 
wobei + ”?+2’=1. 


Beachtet man, daß man die Flächenpunkte dadurch er- 
hält, daß man auf der durch den Punkt s,t der yz-Ebene 


N a 


gehenden Geraden des Normalensystems eine Strecke  anf- 


4 
trägt, welche also gleich ist 4 des im Bogenmaß gemessenen 
Winkels der Parameterkurven im entsprechenden Kugelpunkt, 
so erkennt man, daß jede Änderung dieses Winkels um + 2ka 
(k eine ganze Zahl) nur ein Fortschreiten auf der Normalen 
kat 
ER 
zu einem Parallelflächenstück. Wir werden sehen, daß diese 
Flächenstücke alle untereinander zusammenhängen und in ihrer 
(Gesamtheit erst die W-Fläche bilden. Es genügt aber zu- 
nächst, eine dieser Parallelflächen zu untersuchen, d.h. dem 


um bedeutet, d. h. den Übergang von einem Flächenstück 


Winkel y der Parameterkurven nur positive und negative Werte _ 


beizulegen, die in den vier ersten Quadranten liegen. 


Zunächst soll untersucht werden, welche Fläche einer ein- 
maligen Umwanderung der Kugel entspricht. Die 8 Oktanten 
der Kugel seien in der in nachfolgender Figur angegebenen 
Weise numeriert. Die ausgezogene Kurve ist der Äquator 
Z=0, der gestrichelte Kreis der Meridian Y= (0, der strich- 
punktierte Kreis der Meridian X=0. Diese Unterscheidung 
ist auch für die diesen Kreisen entsprechenden Kurven auf 
der Fläche verwendet und in allen Figuren beibehalten. 


VII. 0°. LIU de 


ar IR) 8: 


Wie bereits anfangs bemerkt, zählen wir die Bogen s von 
A aus auf dem Äquator, die Bogen t von A aus auf dem 
Meridian und zwar positiv in Richtung der Pfeile, negativ in 
der entgegengesetzten Richtung. 

Es handelt sich nun ‘darum, die jedem Oktanten zukom- 
menden Werte von s, it, w zu bestimmen. Für den I. Oktanten 
hat s die Werte von 0° bis 90°, und # liegt ebenfalls zwischen 
0° und 90°; damit bestimmt sich y aus cos y = sin s sin t 


X 
und tg y = YVZ als im + 1. Quadranten liegend. In analoger 


Weise hat man dies für die anderen Oktanten durchzuführen 
und findet dann: 


Oktant s t v (Quadrant) 
I. 0° bıs 90° 0° bıs 90° +1 
1. HT 180° 30% |, 180° +4 
IL. —90° „ —180° Sy e 180° +98 
IV. 09 »,:— .909 Das, 90° +2 
vr. Dr 90° 09. —:909 +2 
v1. al 180° — 90° „ —180° +3 
v1. — 90° „ — 180° —90° „ — 180° +4 


909 A] 


Damit zeigt sich dann, daß die Flächenstücke I, IIL, IV, 
V, VI, VIII in derselben Weise unter sich zusammenhängen 
wie auf der Kugel, daß nur die Oktanten II und VII abge- 
trennt sind. Um vollständige Symmetrie zu erhalten, führen 
wir noch den größten Kreis Y=Z der Kugel ein, welcher 
durch die Oktanten VII, VII, I, II hindurchgeht (in der Folge 
die punktierte Linie) und wählen die Werte s und ? so, wie 
es in dem umstehenden Schema dargelegt ist. 


In diesem Schema entsprechen die Rechtecke den Oktanten 
der Kugel und es ergibt sich aus demselben sehr einfach der 
Zusammenhang zwischen den entsprechenden Flächenstücken. 
Die dem ı beigeschriebene Zahl bedeutet den Quadranten, 
dem y angehört. Wie aus dem Schema ersichtlich ist, hängen 
die Teile der Fläche genau in derselben Weise und längs der- 


En, CI 


selben Kurven untereinander zusammen wie die entsprechenden 
Teile der Kugel. Der Zusammenhang zwischen UI, IV, I, 
VIII, V, VI unter sich war vorhin schon erreicht; durch die 
Einführung der Kurve Y=Z hängt nun II zur Hälfte mit VI, 
zur Hälfte mit III, und VII zur Hälfte mit Ill, zur Hälfte 
mit VI zusammen. Ein Zusammenhang findet nicht statt längs 
der strichpunktierten Kurven zwischen I und I und zwischen 
VII und VII, ferner längs der durch II und VII gehenden 
punktierten Linien. Längs dieser Kurven hängen, wie wir 
sehen werden, die Flächenstücke mit ihren periodischen Fort- 
setzungen zusammen. Man sieht, die Hauptschwierigkeit der 


VIL.5=-90°bis-180° |VIT. 7 
.1180° bis 270°, sel. bis; ‚g6e 


1 BR IR.s=-180°bis-2701 
| 

| 

| t=90° bis 180° t=0°bis 90° | t=0°6is 90° | Ya | 
| ; = |5° 90 °bjs180°- 

Bm WE ARTE “yi41 1225180°i5-270°- 

| 

| 

| 


& Hr. e; 9] 
5=-90°bis-180°j s-0°bis -90° | s-0 °yis,90° "t-90°bis180 
| 
| 
| 
En 
| 
| 
| 
| 


| 
a 
1. | 
s=-0°bıs 90° ! s=90°bis 180° | 
| 
| 


Yrt t= % 5is-90° ı t=0°bis-90° ! t=-90°bis-180° 
5-180°bis2 m I. ; 
[t-30°bis 1a jr, PERL TA 10 DR Sr 


gestaltlichen Untersuchung der Fläche besteht nach Einfüh- 
rung der Parameter X, Y, Z in die Flächengleichung in der 
richtigen Wahl von s,£, y für die einzelnen Oktanten. Die 
übrige Diskussion bietet keine besonderen Schwierigkeiten mehr. 
Die zahlenmäßige Aufstellung der den Oktanten der Kugel 
entsprechenden Flächenstücke möge für den I. Oktanten mit 
s=0° bis 90%, = 0° bis 90° und w im +1. Quadranten 
durchgeführt werden. In der folgenden Tabelle sind die den 
Kreisen Z=0, Z=4, Z=3, Z=1], soweit sie im I. Ok- 
tanten liegen, entsprechenden Kurvenstücke aufgesucht, indem 
zu je vier Punkten eines solchen Kreisquadranten die zuge- 
hörigen Flächenpunkte berechnet sind. 


X) 1,000| 0,866! 0500| 0 X) 0745| 0,646| 0373| 0 
Yo 0,500 | 0,866 | 1,000 ar 0,373) 0,646 
si o 0,524| 1,047 | 1,571 20 0,524 1,047 
2 30 N) N) 1,571 t| 0730| 0,801 | 1,061 
7 PL7 I E ; T 
= = ) hs 1,204| 0714| o 
x'|—0,393 |—0,340 |-0,196 | 0 «| 0,292 |—0,194 —0,066| 0 
Dee 20931 0.495 10,556 y'|—0,315 | - 0,455 |— 0,538 | 0,556 
| 0 I+40,.0s6|+0,055| 0 2’ \0,056 10,014 —0,001 | 0 
x| 0943|) o,ı8| '0,470| o NUR 0 
Yı o 0,470 | 0,818 | 0,943 Yo 0 
s| 0 | 0521| 1,049| 1,571 s| 0 2 
IT IT 
z—yt| 0340| 0388| 0617| 1871171! 5 5: 
% 1382| 1,085| 0 Y = ) 
20,370 |—0,283 |- 0,128 | 0 an N) 
y'—0,153 |— 0,356 |--0,506 |— 0,556 y'\—0,556 0,556 
: —.0,033 40,009 I4+0,013 | 0 211170 Kö 


In analoger Weise sind derartige Tabellen zu berechnen 
für die Oktanten II, III, IV. Sind diese vıer Oktanten er- 
'ledigt, so ergeben sich die Flächenstücke V, VI, VIL VII 
ohne weitere Zahlenrechnung. Bei VII ist gegenüber I nur 
das Zeichen von s und ? geändert, während y ungeändert ist. 
Es wechseln aber auch beim Übergang von I zu VII Yund Z 
das Zeichen, während X das Zeichen behält. Aus den Glei- 
chungen 24) ergibt sich, dal infolgedessen y‘ und z° ihr 
Vorzeichen ändern, während x’ ungeändert bleibt. Dasselbe 
Verhalten zeigen die Oktanten IV und V, III und VI, II 
und VII. » 


Damit ist der Flächenteil gefunden, der einer einmaligen 
Umwanderung der Kugel entspricht. In Figur 1 ıst derselbe 
durch Aufriß und Grundriß und einen Vertikalschnitt durch 
die Symmetrielinie dargestellt. Dabei ist, wie auch in allen 
folgenden Figuren, durch die Art des Striches das Entsprechen 
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zwischen den Kurven der Fläche und denen der Kugel aus- 
gedrückt. 

Die nächste Aufgabe ist nun, die periodischen Wieder- 
holungen dieser Ausgangsfläche zu bestimmen. Ändert man 
den Bogen s um + 2kn, t um — 2kn (wo k eine positive oder 
negative ganze Zahl ist), so erhält man die periodischen Fort- 
setzungen des Flächenstückes über die durch die Oktanten II 
und VII gehenden punktierten Kurven hinaus. Die um +2kr 
geänderten Parameterwerte s und ? gehören zu denselben Punkten 
der Einheitskugel wie s und £ selbst, und bewirken daher weder 
eine Änderung der zugehörigen Werte X, Y, Z noch eine 
Zeichenänderung von y. Die Gleichungen 24) zeigen, daß für 
diese periodische Änderung der Parameter x’ und y' unge- 
ändert bleiben, während 2’ sich um —1 V2-4kı = — 2,222 k 
ändert. Die Punkte, die zu den neuen Parameterwerten ge- 
hören, sind also um — 2,222 in Richtung der 2’-Achse gegen 
die Punkte der Ausgangsfläche verschoben. Die Verschiebung 
beträgt ein ganzes Vielfaches der Entfernung der beiden punk- 
tierten Grenzkurven der Ausgangsfläche, so daß man für die 
oo! Werte k eine Fläche erhält, die durch ein fortwährendes 
Aneinanderreihen zur Ausgangsfläche kongruenter Flächen in 
Richtung der 2’-Achse entsteht. Durch das in Figur 2 dar- 
gestellte perspektivische Bild, das nach oben und unten ins 


Unendliche fortgesetzt zu denken ist, wird der bisher disku- 


tierte Teil der Fläche veranschaulicht. Darin sind die den 
Kugelkurven entsprechenden Flächenkurven, soweit sie sichtbar 
sind, eingezeichnet. 

Legt man die Punkte der Kugel dadurch fest, daß man 
an Stelle der Parameter s und ? die um 2%kr geänderten Para- 
meter s+2krn und Z-+2%kn wählt, so ändert sich damit 
weder X, Y, Z hoch w und nach den Gleichungen 24) geht 
y' über in y —4YV2-4kn = y' — 2,222 k, während z' und <° 
ungeändert bleiben. Das bedeutet aber nur eine Verschiebung 
der Punkte in Richtung der y‘-Achse um ein Vielfaches der 
doppelten Breite Ab in der Ausgangsfläche (Fig. 1). Man 
hat sich also lauter solche durch Figur 2 dargestellte Flächen- 
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streifen längs der y-Achse angeordnet zu denken in der Weise, 
daß zwischen den einzelnen Teilen Abstände gleich der dop- 
pelten Strecke AB, von Mitte zu Mitte gemessen, sich be- 
. finden. 

Damit sind aber noch nicht alle Möglichkeiten bezüglich 
der Wahl der Parameter s und £ erschöpft. Es fehlt z.B. 
noch das den Werten sund# + 2x entsprechende Flächen- 
stück. Um die Flächenteile dieser Art zu erhalten, ist noch 
zu untersuchen, wie sich die Koordinaten der Flächenpunkte 
ändern, wenn einer der beiden Parameter s und # ungeändert 
bleibt, der andere sich um 2% ändert. Für sund£ + 2kn 
ergibt sich nach den Gleichungen 24) eine Verschiebung der 
Ausgangsfläche um — 4 1VY2.2kr = —1,111-% in Richtung 
der y’-Achse und um I: 1V2-2ka=+1l1ll:kin Richtung 
der 2'-Achse, während man für s-+ 2%kr und ? dieselbe Ver- 
' schiebung längs der y’-Achse, aber eine solche um —1YV2-2kr 
= — 1,111% in Richtung der 2‘-Achse erhält. Man erkennt aber 
sofort, daß dieses letztere Flächenstück bereits erhalten wurde, 
indem man bei der schon vorhandenen Fläche mit s+ 2kn 
und * —2%kn den ersten Parameter ungeändert läßt, den zweiten 
um 2% vermehrt. Durch diese einseitige Änderung der Para- 
meter erhält man also ein weiteres System paralleler Flächen- 
streifen, das kongruent zum ersten ist. Dasselbe liegt so, daß 
die Streifen die Zwischenräume in dem ersterhaltenen System 
einnehmen, nur ist das zweite System gegen das erste um die 
halbe Entfernung entsprechender Flächenpunkte in Richtung 
der 2’-Achse verschoben. 

Man erkennt die Anordnung wohl am besten aus dem 
Schema Seite 32 oben: 

Man hat sich die y'z’-Ebene in der gezeichneten Weise 
in ein Netz von Quadraten mit der Seitenlänge Ab= 1,111 
Einheiten geteilt zu denken und über jeder der stark aus- 
gezogenen Strecken BA eine Fläche zu errichten, welche kon- 
gruent ist der in Figur 1 dargestellten Ausgangsfläche und 
gegen diese in’ der Weise verschoben ist, wie es die Verschie- 
bung von BA angibt. Bei jeder Strecke BA sind die dem 
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zugehörigen Flächenstück entsprechenden Werte von s und £ 
eingetragen. 

Wir haben nun alle Flächenteile gefunden, welche posi- 
tiven Werten von y in den vier ersten Quadranten entsprechen. 
Wir hätten aber bei der ersten Umwanderung der Kugel mit 


B| s-#+n,t 


B|s-an tan] A 


s,t+4rt JA 


ui ) 
B 
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demselben Rechte dem w negative Werte innerhalb der vier 
ersten Quadranten beilegen können und hätten damit an Stelle 
des Schemas auf Seite 28 das folgende erhalten: 
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IT. Ivy 'E „TE. 5=-180°bis-270 
| 5=-90°bis-180°| s=0°bis-90° | S=0°bis. 90° | t590°bis 180° 
| t=90°pis180°| t=0°bis 90° | t= 92is Se a, 

l | Eau |. .90°pjs180r-. | 
an Aa a a en a a FRE 
ı YIL.S=-90°bis-180° VII. ie IM. | 
| 1:180°bisA70% s=0° bis>90° s=0°bis90° : s-90°bis 180° | 
| Pat | 2=086i5-90° | t-0°bis-50° | t=-90°bis180° | 
15=180° bis27%. Br | i : D 
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y hat sich also gegenüber der ersten Anordnung in jedem 
Quadranten um — 2 geändert, so daß nach Gleichung 14) 
die neu zu erhaltenden Flächenteile Parallelflächen im Abstande 


5 zu den bereits erhaltenen sind. Zur sestaltlichen Unter- 


suchung der dieser Wahl von y entsprechenden Flächenteile 
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bedarf es keiner weiteren Zahlenrechnung mehr. Ändert man 
z. B. die einem Punkte des III. Oktanten zugehörenden Para- 
meterwerte sin s+r und fin tZ— nr, so kommt man damit 
auf den diametral gegenüberliegenden Punkt im V. Oktanten. 
Damit ändern X, Y, Z nur das Zeichen, ebenso ıy. Diesem 
Punkte entspricht nach den Gleichungen 24) ein Flächenpunkt, 
der gegen das Bild des im Ill. Oktanten gewählten Punktes 
nur um —2rz-.1V2—=—1,11l in Richtung der z’-Achse 
verschoben ist. Macht man dies für alle Punkte des Oktanten III 
mit den Werten s, it, w der Tabelle Seite 28, so bekommt man 
damit die Punkte des Oktanten V mit den Werten s, £, w der 
Tabelle Seite 32. Der Oktant V wird also durch eine Ver- 
schiebung des Oktanten III der in Figur 1 dargestellten Aus- 
gangsfläche um — 1,111 in Richtung der z’-Achse erhalten. 
Dasselbe gilt für alle Oktanten oberhalb der punktierten Linie 
'in Tabelle Seite 28, die damit übergehen in die unterhalb 
dieser Linie liegenden Flächenteile in Tabelle Seite 32. Analog 
zeigt eine Änderung der Parameter sins— a undddint+tm, 
daß man die Flächenteile, die den Oktanten oberhalb der punk- 
tierten Linie in Tabelle Seite 32 entsprechen, durch eine Ver- 
schiebung derjenigen Flächenteile der Ausgangsfläche um 
1,111 in Richtung der z’-Achse erhält, die den unterhalb der 
"punktierten Linie in Tabelle Seite 28 liegenden Oktanten ent- 
sprechen. 

Damit ergibt sich für eine erstmalige Umlaufung der 
Kugel unter Annahme negativer Werte von y das durch 
Figur 3 dargestellte Flächenstück, das aus denselben kon- 
oruenten Hälften besteht, wie die in Figur 1 dargestellte Aus- 
gangsfläche, nur hängen sie diesmal anders zusammen. 

Man könnte nun in genau derselben Weise wie vorhin 
zeigen, daß allen möglichen Änderungen der sund £ um E 2 kn 
wieder ein System von oo? Flächenstücken entspricht, die alle 
zu der eben konstruierten Fläche kongruent sind. Dieses 
System ist vollständig. kongruent mit dem auf Seite 31 er- 
haltenen, nur ist zu beachten, daß die Numerierung der ein- 
zelnen Oktanten diesmal eine andere ist. Man erhält dasselbe 
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in seiner Lage zu dem ursprünglichen System so, daß man 
über den schwach ausgezogenen horizontalen Quadratseiten A_D 
des Schemas Seite 32 ebenfalls Flächen errichtet, die kongruent 
sind zu der in Figur 1 gezeichneten Ausgangsfläche. 


Damit sind aber alle periodischen Wiederholungen unserer 
Fläche berücksichtigt, die sich ergeben, solange man positive 
und negative Werte innerhalb der vier ersten Quadranten bei- 
lest. Man stellt sich die Entstehung dieser Fläche wohl am 
besten in der Weise vor, daß man sich die ganze y'2‘-Ebene 
in Quadrate von der Seitenläinge AB = 1,111 Einheiten geteilt 
denkt und über jeder solchen Quadratseite die durch Figur 1 
dargestellte Ausgangsfläche (ohne Rücksicht auf die ıhr zuge- 
hörenden Werte s, £, y natürlich) errichtet denkt. Die An- 
ordnung möge durch folgendes Schema veranschaulicht werden, 
in das die betreffenden Werte von s und Z eingetragen sind. 
Die Flächenstücke über den stark ausgezogenen horizontalen 
Quadratseiten entsprechen positiven, die über den schwach 
ausgezogenen negativen Werten von w. 


S,t++n | S-1,t+3n |s-2mtr2n| s-Intin | s-+4,t 


S-N,E-IT | S-2TC tAIC 


S+2tt+2n | SHTLLHTL 


s+3n tt | S+2T,t |s+m)t-m| Ss,.t-2T | S-Tt-31 


Ban: 
Sst+An,t |s+3mtn |s+2ntan| s+n,tan| s,t-an 


Die bisher gefundenen &* Flächenstücke entsprechen allen 
möglichen Werten von s und £, aber nur positiven und nega- 
tiven Werten von y in den vier ersten Quadranten. Jedes 


dieser Flächenstücke besteht aus 8 Oktanten, die in derselben 
Weise unter sich zusammenhängen wie die Oktanten der Kugel. 
Nur längs der in der y’z’-Ebene gelegenen strichpunktierten 
Kurven, die Teilen des größten Kreises X = 0 entsprechen, 
findet kein vollständiger Zusammenhang statt. Längs dieser 
Kurven setzen nun die Flächenstücke an, die wir für eine 
Vermehrung des Winkels » der Parameterkurven der Kugel 
um +2 erhalten. Für jede Vermehrung von y um +2 
erhalten wir eine Parallelfläche zu der bereits aufgestellten 
Flächenserie. Wir wollen nun eine Ausgangsfläche für diese 
zweite Serie, die Werten von y im +5. bis + 8. Quadranten 
entspricht, aufstellen und ihren Zusammenhang mit der ersten 
Serie untersuchen. Für positive Werte von y ist die Zu- 
sammenstellung der Werte s, £, y für eine einmalige Umwan- 
derung der Kugel in dem Schema Seite 28 gegeben, nur ist 
_ das w immer in einem um vier höheren Quadranten zu nehmen. 
Man braucht die zahlenmäßige Ausrechnung wieder nur für die 
vier ersten Oktanten auszuführen, was durch eine ähnliche 
Tabelle wie auf Seite 29 geschieht. Man erhält für eine ein- 
malige Umwanderung der Kugel die in Figur 4 in Aufriß, 
Grundriß und durch den Symmetrieschnitt dargestellte Fläche. 

Die Figur 4 ist im halben Maßstab wie die bisherigen Figuren 
| gezeichnet. Durch die fein gestrichelten Kurven sind die 
Flächenteile der ersten Serie in ihrer Lage zur zweiten ange- 
deutet. In den Figuren 1, 3 und 4 ist weniger Rücksicht 
genommen auf die Sichtbarkeit und Unsichtbarkeit einzelner 
Teile als vielmehr auf das. Entsprechen zwischen Flächen- und 
Kugelkurven. Nur die Kurven OE und DF sind in Figur 4, 
weil rückwärts liegend, etwas schwächer ausgezogen. 

Den Zusammenhang mit der ersten Serie erkennt man, 
wenn man beachtet, daß das mit © DEF bezeichnete Flächen- 
stück der Figur 4 gerade über dem mit denselben Buchstaben 
bezeichneten Rechteck des Schemas Seite 34 sich erhebt, also 
drei Horizontal- und Vertikalstreifen der ersten Serie über- 
deckt. Die neue Fläche hängt dabei längs der Kurve CD 
mit den durch die Parameterwerte s, —2n und s—2z,t 
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bestimmten Flächen der ersten Serie und längs der Kurve HF 
mit den den Parameterwerten s,2- 2rz und s+ 2n,t zuge- 
hörigen Teilen dieser Serie zusammen. 

Hinsichtlich ihrer Gestalt ist sie ganz analog der in Figur 1 
dargestellten Fläche gebildet, nur ist der aus den Teilen I, IV, 
VII und V gebildete Teil verhältnismäßig viel größer, der 
übrige Teil kleiner als bei Figur 1. Ein wesentlicher Unter- 
schied ist der, daß nur bei der ersten Serie Flächenstücke I, II, 
VI, VIII auftreten, bei welchen ein Quadrant des Kugelkreises 
X=( in einen Punkt übergegangen ist, während dies bei der 
zweiten und allen folgenden Serien nicht mehr der Fall ist. 
Alle ©? periodischen Wiederholungen innerhalb der zweiten 
Serie erhält man durch Änderung der Werte s, Z in derselben 
Weise wie bei der ersten Serie. 

In ganz analoger Weise ergibt sich nun für jede Ver- 
mehrung des Winkels y um +2 eine neue Serie von @? 
kongruenten Flächenstücken, welehe immer mit der vorher- 
gehenden längs der dem Kreis X= 0 entsprechenden strich- 
punktierten Kurven der y‘ z’-Ebene zusammenhängt. Die Ge- 
samtheit aller dieser &® Flächenstücke bildet unsere W-Fläche. 

Man erkennt jetzt erst, welche bedeutende Erleichterung 
für die Diskussion dieser komplizierten Fläche der Übergang 
zu den Parametern X, Y, Z bedeutete, was uns die ganze Fläche 
als eine Transformation der einzelnen Oktanten der Kugel gab. 
Dabei ist die Zahlenrechnung eine nicht besonders umfang- 
reiche; es brauchen für jede Serie der Fläche nur vier Oktanten 
der Kugel umgerechnet zu werden. 

Es sollen noch in Kürze die den größten Kreisen X —= (0, 
Y=0, Z=0, Y=Z und Y=-—Z entsprechenden Kurven 
betrachtet werden. Für X=0 wird «=0, d.h. alle dem 
größten Kreis X = 0 entsprechenden Kurven liegen in der 
y' 2'-Ebene; es sind die Schnitte der Fläche mit dieser Koordi- 
natenebene. Einem vollen Umlauf des Kreises X = 0 entspricht 
eine geschlossene Kurve. Da für alle Punkte eines Quadranten 
dieses Kreises s und ? konstant sind, so werden füiry=( die 
entsprechenden Kurven zu Punkten; denn nach den Glei- 
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chungen 24) sind «=0, y' und z’= const. Dieser Fall kann 
nur in der ersten Serie auftreten, wie schon oben bemerkt. 


Um die Kurven Z=0 zu untersuchen, gehen wir auf das 
noch nicht gedrehte Koordinatensystem «, y, 2 zurück. Da für 


0.0 Kr und y-5+ka ist (k eine positive oder 


negative ganze Zahl), so folgt aus Gleichung 22): 


»=—1X(g + Ra) 


a: Y(5 +2) ibn 
2 = — tarctg (x): 
also: 
k 
er 
2= — 4arctg FR 


kn\? 1 /r 2 
+42) la ter). | 


Die dem Kreise Z= 0 entsprechenden Kurven der Fläche 
sind also Schraubenlinien auf Rotationszylindern. Dasselbe 
läßt sich natürlich für die dem Kreis Y = 0 entsprechenden 
Kurven beweisen. 

Eine ausgezeichnete Rolle spielen noch die größten Kreise 
Y—Z=0 und Y+Z=0. Für den erstern erhält man als 
2'-Koordinate der Punkte der entsprechenden Kurven: 


mm 1V2 (s So, ?), 
und da sich für die Punkte des Kugelkreises Y=Zs und t 
nur um eine Konstante unterscheiden, so sind die diesem Kreis 
entsprechenden Kurven ebene Kurven. Es sind die horizontalen 
Symmetrielinien der einzelnen Flächenstücke Für Y+Z=0 
ist „= —1Y2(s+ 2); es unterscheiden sich aber für Punkte 
dieses Kreises s und ?t außer um konstante Beträge noch durch 
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das Vorzeichen, so daß y'= const. wird. Dem größten Kreise 
Y+Z=0 entsprechen die vertikalen Symmetrielinien der 
einzelnen Flächenstücke. 


Die bisher diskutierte Fläche ist vollständig symmetrisch 
in Bezug auf die Ebene z=0 oder y=z im alten System, 
entsprechend der Symmetrie der Kugel in Bezug auf den größten 
Kreis Y=Z. Genau dieselbe Symmetrie in Bezug auf die 
Ebene y"—=0 (bzw. y+2=0 im alten System), die der Sym- 
metrie der Kugel in Bezug auf die Ebene Y+Z=0 ent- 
spricht, erhält man dadurch, daß man den Sinn der Zählung 
für einen der beiden Bogen s oder # ändert. Dabei kommt 
man auf dieselbe Fläche, ob man den Sinn der Zählung für s 
oder für £ ändert; während eine Änderung des Richtungssinnes 
für s und £ zugleich wieder die ursprünglich erhaltene Fläche 
ergibt, was sich durch Ableitung der den Formeln 24) ent- 
sprechenden Formeln für die geänderten s und # unmittelbar 
zeigen läßt. 


Zählen wir also die Bogen s von A (Figur Seite 26) nach 
links positiv, Z wie bisher nach oben positiv, so werden hiefür 
unsere Ausgangsfunktionen Seite 20: 


f=-—-Sins o=—sint 
Tau 03 Hu 
oem 9, cost 


und die Punktgleichungen der W-Fläche: 
“= —4Xy 
y=—4V2(Y+D)y+ti—9 | 
eek (Zu | 
wobei er X?+7+7=]|. 
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Die Werte von s, £, w, welche bei einem erstmaligen Um- 
laufe der Kugel den einzelnen Oktanten zukommen, sind durch 
folgendes Schema gegeben: 


IMI.s--180°bis270°IV., ENT IL in 
t=90°bis180° | s=0°bis90° s=0°bis-90° : s=-90°bis-180°; 
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Dabei sind die Oktanten III und VI (analog wie früher 
II und VII durch die Kurve Y=Z) durch den größten Kreis 
Y= — Z in zwei Hälften getrennt, um vollständige Symmetrie 
bei dem entsprechenden Flächenstück zu erhalten. 


Das einer derartigen Einteilung der Kugel entsprechende 
Flächenstück erhält man nun unmittelbar aus der dem Schema 
Seite 32 zugehörigen und durch Figur 3 dargestellten Aus- 
gangsfläche. Eine Gegenüberstellung der Oktanten I der ge- 
suchten Fläche und IV dieser Vergleichsfläche zeigt, daß für 
beide die Werte s, 2, X und Z dieselben sind, y und Y dagegen 
sich durch das Vorzeichen unterscheiden. Nun erhält man 
die Koordinaten der Punkte der neuen Fläche durch die 
Gleichungen 25), während man für die Vergleichsfläche die 
‘Gleichungen 24) zu benützen hatte. Bei Berücksichtigung der 
Vorzeichen der Werte s, ft, w, X, Y, Z zeigt sich aber, daß für 
die Punkte des Oktanten I der neuen Fläche die Koordinaten 
x',y',2‘ bzw. gleich sind den Koordinaten — x, — 2, — y' 
der Punkte des Oktanten IV der Vergleichsfläche. Dasselbe 
Verhalten zeigen die Oktanten II, II, IV, V, VI, VIL, VII 
der neuen Fläche gegen die Oktanten III, II, I, VIIL, VIL VI, V 
der Vergleichsfläche. Man erhält also die neue Ausgangsfläche 
durch eine Drehung der bereits erhaltenen Fläche um 90° um 
die z'-Achse im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers und 
eine darauffolgende Spiegelung der ganzen Fläche an der 
y'- Achse. 


Wählt man statt der positiven Werte von yw in obigem 
Schema negative Werte innerhalb der vier ersten Quadranten, 
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so sind die Werte s, t, y den einzelnen Kugeloktanten durch 
folgendes Schema zugewiesen: 


FI. 80 bis ga". Br u: 
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und die zugehörige Fläche erhält man in analoger Weise wie 
soeben dadurch, daß man die dem Schema Seite 28 zugehörige 
und in Figur 1 dargestellte Ausgangsfläche um 90° um die 
x'-Achse im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers dreht und 
dann noch an der y‘-Achse spiegelt. 


Auf dieselbe Weise erhält man natürlich alle periodischen 
Wiederholungen dieser neuen Flächenstücke, sowie die den 
Werten von in höheren Oktanten entsprechenden Flächen- 
teile aus der bereits konstruierten Fläche. 


Die dem gewählten Richtungssinn der Bogen s und 
entsprechende Fläche ist also vollständig kongruent zu der 
zuerst diskutierten Fläche, nur hat sie eine andere Lage gegen 
das Koordinatensystem. Bezogen auf das System x, y, 2 weist 
sie dieselbe Symmetrie auf in Bezug auf die Ebene y= — z, 
wie die erste Fläche in Bezug auf die Ebene y=2. Zu be- 
achten ist aber, daß die Numerierung der einzelnen Oktanten 
eine andere ist als bei der ersten Fläche. 


Die Zentrafläche dieser neuen Fläche ist dieselbe wie die der 
ersten; es vertauschen sich nur der erste und zweite Mantel, was 
sich durch Aufstellung der Gleichungen sofort erkennen läßt. 


Man könnte noch nach den Flächen fragen, die man erhält, 
wenn man als Ausgangspunkt für die Zählung der Bogen s 
und ?t den dem Punkt A (Figur Seite 26) diametral gegenüber- 
liegenden Schnittpunkt der beiden größten Kreise, den Durch- 
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stoßpunkt der negativen x-Achse mit der Kugel wählt. Die 
Rechnung zeigt aber sehr bald, daß man in diesem Falle Flächen 
erhält, die identisch sind mit den bereits diskutierten; nur die 
Numerierung der einzelnen Oktanten ist wieder eine andere. 


Da diese Wahl des Ausgangspunktes 
also keine neuen Flächenteile liefert, 
so mögen die hierauf bezüglichen 
Rechnungen, die den bisherigen 
ganz analog sind, hier weggelassen 
werden. 

Viel einfacher gestaltet sich 
die Diskussion für die beiden Mäntel 
der Zentrafläche. Transformiert man 
die Gleichungen 21) in das gedrehte 
Koordinatensystem x’, y', 2‘, so er- 
geben sich für die beiden Mäntel 
die Koordinaten: - 


= Yt(cos(t+s)+ cos — s)) 
= 4V2@nl+9)—-(+9) 
= 4V2(mel-)+l-9) 

25 = —4(cos(t + 5)+ cos(t — s)) 

%»=—+V2(ind+9)+(l+3) 
3= —1V2 (sin —)— (ES). 


Setzt man: 
t+s=1 
De a 
so ıst 
zı= H(cosi-+ cos u) 
y— +V2@nı—) 
en Valid) 
x = — (cos? + cos u) 
= —4+YV2(sn? +4) 


3 = — 4V2 (sin u — u). 


a4 


\ 


> 
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Die beiden Zentraflächen sind daher Rückungsflächen 
mit ebenen Translationskurven. Für u=0 ergibt sich 
die Schnittkurve des ersten Mantels mit der x; yı-Ebene: 


x =4(l1-+ cosA) 
y =4V2 (sin? —A). 

Zunächst erkennt man, daß eine Vertauschung von A in 
-— 4 nur einen Zeichenwechsel des yı zur Folge hat. Eine 
Anderung von A um 2%r ändert &; nicht und bewirkt eine 
Verschiebung der Punkte in Richtung der yı-Achse um: 

— 1V2-2ka = —111lk. 


Sind die Koordinaten der Kurvenpunkte für A=0 bis z 
berechnet, so erhält man die yı für A zwischen 2 rz und z durch 
Subtraktion der zuerst erhaltenen von: 


y=—14YV2-2r= - 1111, 
da für A:2 m — 4 gesetzt: 

x =4(1-+ cosA) 

y=—14YV2(sini —4) —-1V2-2n 


wird. Man braucht also nur Punkte der Kurve zwischen 4 = 0 
und A=n zu berechnen. Es ergibt sich die in der ersten 
der Figuren auf Seite 41 dargestellte Kurve. Die Schnittkurve 
dıeses Mantels der Zentrafläche mit der x; z1-Ebene ist eine 
zu der eben aufgestellten Kurve kongruente Kurve. Dies läßt 
sich in folgender Weise zeigen. Ihre Gleichung ist: 


zı=4t(1l-+ cos u) 
21 4i=4V2 (sinu+ u). 

Spiegelt man die Kurve an der 2) -Achse, so ist das Zeichen 
von X%ı zu ‘ändern. Nimmt man nun eine Verschiebung des 
Koordinatensystems vor, die gegeben ist durch die Transfor- 
mationsformeln: 

a = —+, a=ä-+1V2n, 
so Ist: 


un: ee 


= 4 toosu +4 =4—toosu 
4=4V2snu+4V2u—1V2n. 


Für: 
RER u=uwtn 
ergibt sich: 
x =4(1-+ cos u‘) 
ai=—14YV2 (sin u' —uN. 


Diese Gleichungen sind aber identisch (bis auf das Vor- 
zeichen) mit denen der ersten Kurve. Die gegenseitige Lage 
der beiden Kurven folgt aus den Figuren Seite 41. 

Der zweite Mantel der Zentrafläche wird durch Translation 
derselben Kurven erzeugt; es ändert sich nur die Lage gegen 
das Koordinatensystem. Die beiden Mäntel der Zentrafläche 
sind Translationsflächen, die aufeinander und auf das 
imaginäre Rotationsparaboloid abwickelbar sind. 

Schließlich könnte man noch die durch die Gleichungen 
12) und 13) definierten Flächen © und ©' erwähnen, die den 
beiden Mänteln der Zentrafläche durch Orthogonalität der 
Elemente entsprechen. Man erhält: 


9 = —1(sins-+ sin?) 9' —= — 4 (sın s — sin ) 
@, =4#coss == 360088 
O2—=4 cost Oy='-— 4.0082. 


Die beiden Flächen sind Translationsflächen 4.Ordnung, deren 
Rückungskurven Kreise in aufeinander senkrechten Ebenen sind. 


5. Abschnitt. 


Die Rotationsflächen mit der Relation 2(Rı — Rs) 
— sin2(Rı + R,) zwischen den Hauptkrümmungsradien. 


$ 9. Integration der Differentialgleichung dieser Flächen. 


Bei der Frage nach den Rotationsflächen unserer Flächen- 
klasse versagt zunächst die vorhin angewandte Methode, die 
zwei Paare von je drei Funktionen, für die die Summe der 
Quadrate = 1 ist, speziell zu wählen. 


Der einfachste Weg, diese Rotationsflächen zu erhalten, 
ist der, zu dem bereits ‚bekannten Meridian der Zentrafläche:?) 


=ar 


26) 


a IE Y 
z vıza alla 


den Meridian der W-Fläche als Evolvente zu bestimmen. 
Man kann ferner nach der von Herrn v. Braunmühl in der 
Abhandlung: „Über die reduzierte Länge eines geodätischen 
Bogens und die Bildung jener Flächen, deren Normalen eine 
gegebene Fläche berühren“?) gegebenen Methode zu dem in 
Gleichung 26) gegebenen einen Mantel der Zentrafläche die 
Öriginalflächen bestimmen und unter diesen die Rotationsflächen 
auswählen. 


it) Vgl. die Seite 1, Anmerkung 1 zitierte Abhandlung von Wein- 
garten. 
2) Abhandlungen d. K. Bayer. Akademie d. Wiss., II. Kl., XIV. Bd., 
Ill. Abt. r 
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Wir wollen hier den Weg einschlagen, auf dem sich uns 
zuerst eine spezielle Rotationsfläche unserer Gattung ergab, 
nämlich die direkte Integration der Differentialgleichung dieser 
Flächen. Diese wird für Rotationsflächen eine totale, und die 
Durchführung zeigt zugleich, wie sich unter Umständen eine 
anscheinend komplizierte Differentialgleichung verhältnismäßig 
einfach integrieren läßt. Der eine Hauptkrümmungsradius in 
einem Punkte P einer Rotationsfläche ist gleich dem Krüm- 
mungsradius des Meridians in P, der andere gleich der Länge 
der Normalen PN der Rotationsfläche vom Punkte P bis zum 
Schnitt N mit der Rotationsachse, also: 


3 
e dg\? dz\? 
Bau ne läe.. Re d® | 


d?2 2 2 dz 
dx? dx 


Wir erhalten somit die totale Differentialgleichung zweiter 


Ordnung: 


Ve vr 


d? 2 d.z 
die? da 
a\YI 
ZEILE Zu 
d d 
== sin 2 EER + nr 
da? dx 


so Ist: 


und die Differentialgleichung wird: 


a ? 


) 37954 q DE 1ial 
er aa) 


BEURRN. KyRaTn a. 
dx 


oder, wenn man r als unabhängige Variable betrachtet: 


dx Cr dx Er 
FEUER Eee, m A BE Wei 
IC Vr 17, Vrr -)- sin? (r Vr—1 ar ya up 


Man kann, um die Lösung dieser komplizierten Differential- 
oleichung zu gewinnen, folgende Überlegung anstellen: Damit 
die Relation besteht, muß das Argument unter dem sin ein 
arcsin o sein, während die linke Seite dann o selbst sein muß, 
wo oe eine Funktion von r ist. Damit der Ausdruck unter 
dem sin die Form arcsin o hat, muß entweder x einen arc sin 


enthalten oder BER das letztere hat aber auch wieder zur Folge, 


dr’ 
daß x einen arcsin enthält. Es wird also x von der Form 
sein: = A -arcsino, wo A eine Funktion von r ist. A ergibt 
sich dann aus der Überlegung, daß links arcsin o verschwinden 
muß, so daß wir zwischen den beiden Koeffizienten von arcsin 0 
auf der linken Seite die Gleichung haben: 


dr Vr_—1 
oder: 
dA_ dr 
A270 
RER 
na ee! 


Bis jetzt hat also x die Form: 


vri 
Y 


i=(Ü 


arcsın 0. 


Nun muß unter dem sin der arcsin o den Faktor „1“ haben, 
also muß, da es nur auf die Glieder mit dem Faktor aresin o 
ankommt, sein: 


Pi Be 
aresino = 2 (Caresino + ( aresin 0), 
BR ER 


d.h: 


Ferner müssen wir beachten, daß, da o eine noch unbe- 
kannte Funktion von r ist, wir durch die Differentiation Glieder 
erhalten, die sich wieder hinausheben müssen. Dies erreichen 
wir dadurch, daß wir noch eine vorderhand unbekannte Funk- 
tion f(r) von r zu dem bis jetzt erhaltenen Werte von x 
hinzufügen, so daß & folgendermaßen lautet: 

Vr—1 


=l— = Hy 


Bestimmt man hieraus © und führt dies in die Diffe- 


rentialgleichung ein, so kommt: 


ers ent em af 
A, VE el nn 10) 


2 


Da, wie bereits oben gesagt, die linke Seite o werden 
muß, die rechte sin (arcsin 0), so haben wir für o und f die 
beiden Gleichungen: 


- 2(aVra—iz Hay a) eo 


Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt: 


En , 


Durch Einsetzen in die erste Gleichung erhalten wir: 


N 
Tea) 0 ro 


\ 


Durch Integration ergibt sich: 
0m} 
Ir Kl rioR 1-o* =, 


und damit: 


r? — 20 — (?r:. 


Y 

ee 

Setzt man die Konstante Ü = 2a, so wird: 
on er — Vrd=o)—1 


und: 


rar) 


(= - 


Also ist: 


24 
ir}! je Bm Vr(ii-a) —1 


Be FAN 


und hieraus: 


2ar ie; 
„eb IB ie 1 2 u aa 
H Vr d >) 1 arcsın y2 1 Vr (1 a ) -1 


dr ler DYVr—1 4rVr—1 
Aus: del la 
7, 7 —1 


ergibt sich dann: 


und damit: 


/rA—-a)-1, 1 
:=[(5 ir en Eng er arcsin YRÜ-e)- i)ar 
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Wendet man auf den zweiten Teil des Integrals die par- 


tielle Integration an und faßt die beiden dann vorhandenen 
Integrale zusammen, so erhält man: 


a BER z 2 
2= — 7, aresin 57 r?(1—- od) —1 
eh rdr 

2 r—1)Vr 1 —-a)—1' 


und durch Ausführung des letztern Integrales bekommt man 


schließlich: 


1— a? vr lü—-@)-—1 
2="-— arcsin 
= VI-eyVr—1 
et 
— 77, aresin z — 


VROZSI+E. 


Die beiden Ausdrücke für x undz werden einfacher, wenn 
man an Stelle des Parameters r einen neuen Parameter r 


einführt, so daß: r 
yizr 


Vi-@—r”? 


Wen 


Dann ergibt sich: 


X = { an a Tr” 
EIER) a? f y' 
Nor = UT grosin 2r' vIzi+ — sresin —— + 
AY1—r” 


Beachtet man, daß: 
arcsın 2 r' vr 


r2 = 2 arcsin r' 
ist und setzt man der Einfachheit wegen für — r' wieder r, 
so ergibt sich als schließliche Gleichung des Meridians unserer 


W-Flächen: 


[03 

N ee) - aresin r 
> ( va ) 
V1—o? — r? 27 


La \ % Y 
ee gresin r = I — aresin —— + 0 
oz a 


1701 ee a? 


Die Konstante Ü bedeutet nur eine Verschiebung der Fläche 
in Richtung der Rotationsachse und kann daher in der Folge 
—= () angenommen werden. Die Gleichung der Rotationsflächen 
unserer Flächenklasse ist somit: 


el BR, arcsin r | cos 
2 Io — 2 Bu 
(r- ——— arcsin ‚) sin I 9 
Inte ve — r? = 2 
— VB arcsin r en = reine 
ayı-r 2 Vi os 


Dabeı ist für reelle Flächen «<1. 


Die Richtungskosinus der Normalen, die Fundamentalgrößen 
1. und 2. Ordnung und die Hauptkrümmungsradien AR, und R, 
berechnen sich hieraus zu: 


X= — ——— u sin-; Z= — 
Vi-r «a ViI-r a Vi-r 
a? r? arcsın Y 
El ee 
1 2 
=> e=1[r— — arcsin r) j 
\ Vi -r 
— a?r? = (? I FE 
a T- vis 
M-=0; Fe 
ay1—r? VL: 
ee 1-28 : 
Berl —(r e. SL) art (re ). 
2 Vi-r 2 VIi-r 


Diese Ausdrücke bestätigen unmittelbar, daß die Relation 
2(R,— R,)=sin2(R, + R,) zwischen den Hauptkrümmungs- 
radıen besteht. 


a 
Für die beiden Mäntel der Zentrafläche ergibt sich: 


v 
%, = ar cos— 
a 


a 
y=arsin 28) 
Bee, 1-— a? Y 

1 a 2 re arcsin (E35. 
%,—0 
%— 0 b 
rV1l— @—r 1—o x Y 3) 
Mer oa Gun vo, ara ZU 
1—.o? 
von denen der erste auf das imaginäre Rotationsparaboloid: 
, 
2 2 


abwickelbar ist, während der zweite natürlich in die Rotations- 
achse ausartet. 


$ 10. Diskussion des Meridians der Original- und Zentrafläche. 


Im Folgenden sollen die Meridiane der Original- und 
Zentrafläche gestaltlich untersucht werden. Wir wollen dies 
für den speziellen Fall a—=4 durchführen. Damit ergibt sich 
als Gleichung des Meridians der Originalfläche: 


4 (r — ———— arcsin ’) 
ir re 


V3—r 
arcsın Fr — 2 arcesin 


n 
ae v3’ 


#4 = 


der Zentrafläche: 


Ar, 
— 3 arcsın ——. 


ze : 8 v3 


Eu 1 
Bei der letzteren ist die Elimination von r möglich und: 


=—ı Ve u Kai — 8 arcsin ar 


V3 


ist die Gleichung des Meridians der Zentrafläche ın &, und 2.. 
Man erhält die Ordinaten — z, durch Addition der Ordinaten: 


. 4x 7 FR: 
2) = $ arcsin v3 und 4 =%, V3 — 4x, 


Die erste Kurve läßt sich sofort zeichnen, die zweite erhält 
man am raschesten, indem man einige Punkte für Werte von 
x zwischen 0 und 4V3 berechnet. Die letztere Kürve besteht 
aus vier symmetrischen Teilen. Ihre Untersuchung liefert 
Horizontaltangenten in den Punkten: 


©, =+4V6 = + 0,306, 2 = + 0,188; 
Vertikaltangenten für: 
Be 


während ein Wendepunkt für 4 =0, <i=0 auftritt. (Ge- 


strichelte geschlossene Kurve in Figur 5.) Die Ordinaten 2 
und 2 für gleiche Abszissen addiert und in Richtung der 
negativen 2-Achse aufgetragen, liefern dann den Meridian der 
Zentrafläche. Bei dieser Addition ist folgendes zu beachten: 
4%, 


v3 


ist der sin des Bogens $ 21. Also ist: 
cos & 2] -,Vi-id, 


d.h. der Wurzelfaktor von 21 ist proportional dem cos &2i, 
hat also das positive Zeichen, wenn 321 im +1. oder + 4. 
Quadranten liegt, dagegen das negative Zeichen, wenn $2; im 
+ 2. oder + 3. Quadranten liegt. Dasselbe gilt für die um 4 n 
(n eine ganze Zahl) höheren Quadranten. Im ersten Falle wird 
daher 2 für positive x, positiv, für negative «, negativ, im 
zweiten Falle umgekehrt. Entsprechend diesen Bemerkungen 
sind die Ordinaten 2] zu denen | algebraisch zu addieren. Auf 


Pan © Ce 


diese Weise erhält man den in Figur 5 striehpunktierten Meri- 
dian der Zentrafläche, der Horizontaltangenten für, =+1YV3, 
Wendepunkte in den Schnittpunkten mit der Rotationsachse hat, 
während Vertikaltangenten nicht auftreten. 


Die Gleichungen des Meridians der Originalfläche zeigen, 
daß bei diesem Periodizität sowohl in Richtung der x-Achse als 
der 2-Achse vorhanden ist. Bezeichnet man zur Abkürzung 


arcsiın r mit w, arcsin 75 mit 9, so bewirkt eine Änderung 


von og um +2%knr nur eine Verschiebung der Ausgangskurve 
in Richtung der 2-Achse um F2-2kr = 72,36%. Wählen 
wir also zunächst für aresin r nur Werte innerhalb der vier 
ersten Quadranten, so erhalten wir ein Kurvenstück, das sich 
in Richtung der 2-Achse in Abständen = 2,36 wiederholt. 
Legt man dem r positive Werte bei und nimmt für @ die Werte 
im 1. Quadranten, so bekommt man punktweise die in Figur 5 
mit AD bezeichnete Ausgangskurve. Als Winkel, deren 


sin = 7 ist, hätten aber auch die Supplementswinkel am — 


der eben gewählten genommen werden können. Dabei ist zu 
beachten, daß Y3 — r? proportional dem cos p ist, also für 
-z-— op das Zeichen ändert. Die x-Koordinaten der neuen 
Punkte sind also dieselben wie bei dem Stück A 5, während 
die zugehörigen Werte von 2 durch Subtraktion der ursprüng- 


lichen 2 von eo erhalten werden. Das diesen Werten von 
p entsprechende Kurvenstück ist also symmetrisch zu AD in 
Bezug auf die Gerade z= —$- a 


Für negative Werte von r vertauschen sowohl x als 2 das 
Zeichen; man erhält daher ein zum bisher konstruierten Teil 
in Bezug auf den Anfangspunkt symmetrisches Kurvenstück. 
Damit ist der Meridian zwischen 2= — 2 und + $ r bestimmt 
und alle Änderungen von um +2kxr sind berücksichtigt, 
wenn man dieses Kurvenstück in Riehtung der 2-Achse immer 


um sich selbst verschiebt. Bezüglich der besondern Punkte 
der Kurve zeigt der erste Differentialquotient ade! a 

ds V3-4r? 
daß Horizontaltangenten nicht auftreten, Vertikaltangenten 
dagegen für r=+14Y3. Wendepunkte sind im reellen Gebiet 
nicht vorhanden; in den Schnittpunkten des Meridians mit der 
Rotationsachse ist sein Krümmungsradius = (0. 

Es ist nun zu untersuchen, was eine Änderung des Winkels 
y=arcsinr um + 2%kn bewirkt. Wir wollen dies allgemein 
an den Gleichungen 27) der Fläche zeigen. Dieselben gehen 
über in: 


De 5 r — EEE arcsın r F =) cos 3 

A u Va) ai: 

y (5 Y R aresinr PN ) sin 2 

= I — — =; 1 Sr == = 

2 Vi —r V1-—r? a 
1—a? Y V1-a-r? V1-a-r2 


er aresin ; Nr 4 oe se aresinr + Mızan ka. 

Unter Berücksichtigung der Werte der Richtungskosinus 
der Normalen der Fläche (Seite 50) ersieht man, daß eine 
Änderung von y um +2kr eine Verschiebung des Punktes 
um +%z auf der Flächennormale bewirkt, also den Übergang 
von der Ausgangsfläche zu einer Parallelfläche im Abstande 
+kn. Also wird in unserem speziellen Beispiel die Änderung 
des Winkels y um +2%knr Parallelkurven zu der bereits dis- 
kutierten im Abstand +%&kr geben. Damit erhält man die 
Parallelflächen der Ausgangsfläche in den Abständen + z, +2, 
+3 etc. Nach unseren allgemeinen Erörterungen auf Seite 15 
sind aber alle Parallelflächen zur Ausgangsfläche, die in Ab- 


ständen 5 aufeinanderfolgen, Teile unserer W-Fläche. Wir 


bekommen die Meridiane dieser zwischenliegenden Flächenteile, 
wenn wir statt des Winkels w = arcsinr den Winkeln — y+2kr 
wählen. Dadurch ändert Y1—r?=cosy sein Zeiehen und die 
Formeln 27) zeigen unmittelbar, daß die hiedurch erhaltenen 


Bi: Kr 


Flächenteile die Parallelflächen der Ausgangsfläche in den Ab- 


ständen + 2 + = etc. sind. Die Gesamtheit aller erhaltenen 
Meridiankurven erzeugt durch Rotation unsere spezielle W-Fläche. 


In Figur 5 sind außer dem Meridian der Ausgangsfläche 


noch die Meridiane der beiden Parallelflächen im Abstande + 5 
7 


und — 5) gezeichnet. 


S 11. Anwendung der in den $$ 1 und 2 angeführten 
Methoden auf die Rotationsflächen unserer Flächenklasse, 


Nachträglich können nun auch die Raumkurven konstanter 
Torsion bzw. die sphärischen Kurven bestimmt werden, die als 
Ausgangskurven für die Aufstellung der Rotationsflächen nach 
der Methode von Darboux bzw. Weingarten dienen. Um 
die ersteren zu erhalten, bezieht man die beiden Mäntel der 
Zentrafläche zunächst auf ihre Haupttangentenkurven als Para- 
meterlinien. Wenn man aus den Gleichungen 28) die Funda- 
mentalgrößen für den ersten Mantel berechnet, so ergibt sich 
die Gleichung der Haupttangentenkurven in der Gestalt: 


adr 
dv pr a 0 R 
141 Fly 
Die neuen Parameter sind daher: 
h Y 
SU Brcsın 2 — 
V1-oe? 


; rY 
be= vo Waresın ee ———, 
Via 

während r und v sich in s und ? durch die Formeln ausdrücken: 

—, 8-1 

r=YV1-— o?sin — — 


2.0 
stt 
m. 900 


Damit werden die Koordinaten der Punkte des ersten 
Mantels: 


en. S .) 
rc le 


2 
/1 —.a? 
a = -(- 08.0 + 008.) 
1— eo? s t 1—a . s—L 
ee.) 


Für den zweiten Mantel gilt dieselbe Transformation und 
es Ist: 
Kg FE 0 


y,=V 
1— o? S t 1—o? ..s—t 
as=777 (-:+2) + DT re 


Die Mittelfläche zwischen beiden hat demnach die Ko- 
ordinaten: 


ae is 
Hr STE AU 


RE 2 = RR 2 
IT ar 1 a En 


zu TV 
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Das ıst eine Translationsfläche, die der Ort der Mitten 
der Verbindungslinien aller Punkte der Kurven mit den Glei- 
chungen: 


aVi1 — a S aVı1 — a? t 
el sin — Kr 
re 14.8 f 
Y,=- ar cos“ Y,= zu m. > 
1—o?s 1—o?t 
2 =— og Z, == = 5) - 1st. 


Diese Gleichungen stellen aber zwei Schraubenlinien von 
der Torsion —2 und + 2 auf dem Kreiszylinder vom Radius 


en > 


da 


5 dar. Für gleiche Werte von s und ? erhält man 


en die zueinander symmetrisch liegen in Bezug auf den 
Anfangspunkt. Man erhält also die Rotationsflächen 
unter unsern W-Flächen, wenn man als Raumkuüurven 
konstanter Torsion diese Schraubenlinien eines Kreis- 
zylinders wählt. 

Nicht ganz so einfach ist die Bestimmung der sphärischen 
Kurven C, und (,, die auf die Rotationsflächen führen. Die 
Richtungskosinus der Binormalen der oben gefundenen Schrauben- 
linien sind: 

f=Vi=aos; 1 -VImasnd; a | 
30) 
= VI=arcos“; eo V1—.e:sin = = 


Die sphärischen Kurven müssen diese Größen als Rich- 
tungskosinus der Tangenten besitzen. Der Gang der Rechnung 
ist demnach der folgende: Mit Hilfe der Gleichungen 30) 
lassen sich die Koordinaten eines Kugelpunktes in den Para- 
metern s und ? ausdrücken: 


t 
Ber N asın 
se 
En 17 (1-a2)sin®? ee V 1-u-sn‘,, 
Fe 
Z= 


ae ”.. 
V: (1- a?)sin pr 


Dabei sind die Kurven s= const. und = const. größte 
Kreise der Kugel. Es handelt sich nun darum, die orthogo- 
nalen Trajektorien dieser beiden Systeme von geodätischen 
Linien zu bestimmen. Die Kurve C, gehört dann dem System 


der orthogonalen Trajektorien zu s= congt. an, die Kurve (, 
* 


ne 


dem System der orthogonalen Trajektorien zu £=const. Es 
möge die Rechnung für das erste System durchgeführt werden. 


Die Fundamentalgrößen 1. Ordnung der Kugel sind: 


12h een 


1 
= sie Fr 3; 
; 4 eye ni 4 1 Are 
| 2a 2a 
ee ; y 
RR Sy a 
— (1 -a?)sin? G- ) 


Man erhält dann die Orthogonaltrajektorien der Kurven 
s = const. durch die Quadratur: 


Der Ausdruck unter dem Integral muß ein totales Diffe- 
rential sein; wir integrieren zunächst — f V@dt partiell nach 
{. Der Wert für V@ eingesetzt, ergibt: | 

15976 dt 
2 


1— (1 a) sin. 


woraus. 


p = arcsın a + vis) 
1 >— @i ——— a?) sin? 20 


folgt. Die Zusatzfunktion y (s) bestimmt sich aus der Bedin- 
gung, daß: 


a a te 
1—2(1—.a?)sin ap 


2 ( Be a?) sin? a ! 


as 


sein muß, zu: 
y (5) Roms 


so daß: 


p = arcsın reger, — 8 31) 
V 1 — (1 — a9) sin? I— 

die Bedingung zwischen den Parametern s und £ gibt, die für 

die Orthogonaltrajektorien der Kreise s = const. erfüllt sein muß. 


Um diese Kurven in rechtwinkligen Koordinaten zu erhalten, 
braucht man nur in den Gleichungen für die Kugel die Be- 
dingung zwischen s und ? einzuführen. Aus Gleichung 31) folgt: 


ee RR sin(s-+ 9) 
sin —— 
2a, Ve + (1-—a2)sin?(s+ p) 
ER acos(s+ 9) 
cos —— 
2a el + (1 — a?) sin’ (s+ p) 
en s+t_ El acos(s+p) 
Do he: a Vaat(l—od)sin’(s+ 9y) 
s sin(s + 2) 
— (05 — : 
a Dir en + (1 — a?) sin’ (s+ o) 
cos Selen cos”. Bern 
2 Aa a Va? fr (1 _—— a?) sın? (s + p) 
sin(s-+ 9) 


5 
ei a -Vaz +(1— a?) sin? (s+ 9) 


NE = | 
y: (1 — a?) sin DI Ve+i1—- a)sin(s+9p) 


Damit erhält man für die Orthogonaltrajektorien: 


X, = a c0s_00s (6 +9) + sin sin (6 + 9) 
Y, = asin © cos (+ 9) — cos _ sin («+ 9) 


Z, — — V1-—-o2cos(s+p). 


Da der Richtungskosinus der Kurventangente gegen die 
2-Achse konstant = a ist, so schließt diese mit der 2-Achse einen 
konstanten Winkel ein; die Kurven sind also gleichzeitig all- 
gemeine Schraubenlinien und sphärische Kurven. 


Für unsern speziellen Fall a=+ erhält man fürpo=0: 
a! 1 ' 
X, =%c00525scoss + sin 2ssins 
Y, = sin 28 coss — c0os2ssins=sin®?s$ 
Z=-4V3 coss, 


so daß die Raumkurve als Schnitt der Einheitskugel mit dem 
Zylinder 6. Ordnung über der Kurve: | 


TR -4Z) 


erhalten wird. 


In analoger Weise berechnen sich die Orthogonaltrajektorien 
zu = const., denen die Kurve Ü, angehört. 
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Fig.3. 


‚Li. BuberdKPhler Plünchen, 


2 


AL 


5 


(Jm halben Maßstab der Fig.A.u.3.) 


Zith Hubert Körter München. 
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Lith Mabert Aöhler München. 
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